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Uvod

Tieto prednasky z kvantového pocitania zacali vznikat’ niekedy na prelome tisicroci, ked’ som
zacal prednasat’ posluchaCom inzinierskeho $tadia “fyzikdlnej chémie” na Fakulte chemicke;j
a potravinarskej technoldgie nasSej Skoly STU linearnu algebra so zameranim na kvantovu
mechaniku. Po vytvoreni FIIT STU som presiel pracovat’ na tito novu fakultu, kde spontanne
vznikla neformalna skupina pedagdégov a doktorandov so zdujmom o kvantové pocitanie.
Zacali sme sa stretavat’ na byvalej Katedre matematiky FChPT STU, kde so mal prednasky
z kvantového pocitanie, tieto poznamky sluzili ako podklad k tymto poznédmka. NeskorSie
som s prekvapenim zistil, Ze sa im dostalo tej cti a Ze boli milou kolegynou a prodekankou
Majou Bielikovou zaradené¢ do zoznamu vyberovych prednasok pre doktorandov nasej
fakulty. Touto inStitucionalizdciou mojej neformélnej prednaSky z kvantového pocitania bol
som ,,vyzvany“ zosumarizovat poznadmky k predndske ako predbezny Studijny material
a vytvoril som tiez web stranku k prednaSka na adrese
http://www2.fiit.stuba.sk/~kvasnicka/QuantumComputing/index.html

kde st uvedené jednotlivé prednasSky aj so Studijnymi materialmi a organizacné pokyny
k prednédske. Na tejto stranke je mozné ,,downloadovat™ rézne Studijné materidly, ale stc
poudeny jednou blaznivou vysokoskolskou pedagogitkou z Ceskej republiky, zahesloval som
tieto pristupy. Studenti — doktorandi sa mozu na mia s dbverou obratit, obratom im
poskytnem login a password.

V Bratislave, dna 9. 11. 2011

Vlado Kvasnic¢ka
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1. prednaska — linearna algebra I

1. prednaska

Linearna algebra I - pole skalarov, linedarny priestor, linedrna
zavislost’, dimenzia, podpriestor, suma podpriestorov, izomorfizmus

Matematickym zakladom kvantovej mechaniky je tedria Hilbertovych priestorov, ktora vSak
pre potreby kvantového pocitania moze byt prezentovana v zjednodusSenej podobe konecno-
rozmerné¢ho linedrneho priestoru so skalarnym sucinom. V tejto prednaske naformulujeme
zaklady teorie konecnorozmernych linearnych priestorov nad komplexnymi ¢islami.

1.1 Pole skalarov
Prv nez pristapime k formulacii pojmu linedrny priestor, musime si presne Specifikovat
pojem ,skalar a ,pole skalarov“. Pod skalarom budeme rozumiet’ l'ubovolné (1) racionalne

Gislo, (2) iraciondlne &islo, alebo (3) komplexné ¢islo. Nech C={a,b,c,..}je mnoZina

skalarov, ktoré vyhovuju trom saddm axiom:

A. Ku kazdej dvojici a,b € C je priradeny skalar a +b e C nazyvany sucet, pricom
(1) a+b =b+a (komutativny zadkon),
(2) a+(b+c)=(a+b)+c (asociativny zakon)
(3) existuje 0 € C (nula), pricom a+0=a,
(4) ku kazdému a e C existuje skalar (—a) e C taky, 7e a+(—a)=0.

B. Ku kazdej dvojici a,b € C je priradeny skalar a-b € C nazyvany sucin, pricom
(1) a-b=b-a (komutativny zakon),
2) a -(b-c) = (a -b)-c (asociativny zakon),
(3) existuje 1 C (jednotka, pricom a-1=a,
(4) ku kazdému skaldru a = 0 existuje skalar a~' € C taky, ze a-a”' =1.

C. St¢in je distributivny vzhl'adom k suctu
(D) a-(b+c)=a-b+a~c

Definicia 1.1. Mnozinou skalarov C nazyva pole skaldarov (alebo jednoducho len pole) vtedy

a len vtedy, ak nad touto mnozinou su definované dve binarne operacia suctu a stcinu, pricom
su splnené sady axiom A — C.

DalSie vlastnosti skalarov z pola C a ilustra¢éné priklady st uvedené v prikladoch 1.2-4.
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1. prednaska — linearna algebra I

1.2 Linearny priestor
Predpokladajme, ze mame definované pole skalarov C. Nech H ={o.,B....,9,y,...} je mnoZina

vektorov. Nech elementy — vektory tejto mnoZiny vyhovuji tymto trom saddm axiém:

A. Ku kazdej dvojici o, € H je priradeny vektor o+ 3 € H nazyvany sucet, pricom
(1) a+B=P+a (komutativny zakon),
(2) a+(B+y)=(o+P)+v (asociativny zakon)
(3) existuje nulovy vektor o € H (nula), pricom a+0=o,
(5) ku kazdému o € H existuje vektor (—a)e H taky, ze a+(-o)=o.

B. Ku kazdej dvojici aeC a ae H je priradeny vektor ao € H , ktory sa nazyva sucin
skalédra a s vektorom o, pricom

(1) a (bOL) = (ab) o (asociativny zdkon),

(2) la=a, kde 1eC je skalarna jednotka.

C. Distributivne zdkony pre sucin skalar a vektor
(1) (a+b)a=aa+ba,

(2) a(o+B)=ao+ap.

Definicia 1.2. Mnozinou vektorov H spolu s polom skalarov C sa nazyva linedrny priestor
nad polom skaldrov (alebo vektorovy priestor nad polom skaldrov) vtedy a len vtedy, ak nad
mnozinou H a polom C st definované dve binarne operacia suctu a stcinu, pricom su splnené
sady axiom A — C.

Dal3ie vlastnosti vektorov z linedrneho priestoru H a ilustraény priklad jeho moZnej realizacie
st ukdzané v prikladoch 1.5 a 1.6.

1.3 Linearna zavislost’
Nech mnoZzina B={p,,B,....B,} = H obsahuje n vektorov a mnozina B={b,b,,...b,} =C

obsahuje n skalarov, potom vyraz
bP, +bB, +...+b, (1.1)

sa nazyva linedrna kombindcia vektorov f3,,B,,...., € H s koeficientmia b,,b,,....b, €C.

Definicia 1.3. Hovorime, Ze mnozina vektorov B = {BI,BZ,...,BH} c H je linedarne nezavisla

vtedy a len vtedy, ak jej linedrna kombinacia sa rovnd nulovému vektoru
b, +bB,+..+bB, =0 (1.2)

len pre nulové koeficienty b, =b, =...=b, =o.

Jednoduchou negéciou tejto definicie dostaneme pojem linedrnej zavislosti, potom lineérna
kombinacia je nulova, b, +b,B,+...+b B, =0, pre nenulové koeficienty. Pre jednoduchost’
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1. prednaska — linearna algebra I

predpokladajme, Ze tymto nenulovym koeficientom je 5, #0, potom z (1.2) dostaneme
Specifikaciu vektora B3, ako linedrnej kombinécie ostatnych vektorov

b, b
Bl——;lﬁz T B, (1.3)

Veta 1.1. Nech B={B,,B,....B,} = Hje mnoZina linedrne nezavislych vektorov, potom

vektor ¢ je uréeny jednoznacne pomocou linearnej kombindcie vektorov z B
¢=bP, +b,B,+...+5,B,

Dokaz tejto vety je vykonany v priklade 1.7.

Definicia 1.4.

(1) Hovorime, ze linearny priestor H je n-rozmerny vtedy a len vtedy, ak v fiom existuje
maximalne prave n linedrne nezavislych vektorov, o zapisujeme dim (H ) =n.

(2) Hovorime, Ze mnozina n vektorov B:{Bl,Bz,...,Bn}cH tvori bdzu n-rozmerného

priestoru H vtedy alen vtedy, ak su tieto vektory linedrne nezdvislé, Co zapisujeme

biiza(H)={B,.B,,.B,) -

Veta 1.2. V n-rozmernom priestore H s bazou B ={Bl,[32,...,Bn} c H, kazdy vektor ¢ je

uréeny jednoznacne ako linedrna kombinacia vektorov baze

¢=bp +bB,+...+5p,
Koeficienty b,,b,,...,b, nazyvame suradnice vektora ¢ v baze B.

Dokaz tejto vety je uskutoneny v priklade 1.8.

1.4 Podpriestor

Nech H' ¢ H je podmnozina linearneho priestoru H nad polom skalarov C.

Definicia 1.5. Hovorime, ze podmnozina H'< H je linedrny podpriestor (vzhladom k
linearnemu priestoru H) vtedy a len vtedy, ak H' je linearny priestor nad polom skalarov C,
priom binarne operécie suctu a sucinu st rovnaké ako v pdvodnom priestore H.

Dimenzia podpriestoru H” je urend vzt'ahom (dokaz je uvedeny v priklade 1.9)

dim(H') < dim(H ) (1.4)
rovnost’ plati len vtedy, ked H =H'. To znamena, ze dimenzia priestoru patri medzi
najdolezitejSie charakteristiky linearnych priestorov. Tato skutocnost’ bude eSte potvrdena
v d’alSej Casti tejto kapitoly (pozri kapitolu 1.X) , ked” budeme Specifikovat’ izomorfizmus
(nieco ako rovnocennost’ alebo podobnost’) medzi linedrnymi priestormi. Bude ukézané, ze ak
dva priestory maji rovnaku dimenziu, potom su aj izomorfné.
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1. prednaska — linearna algebra I

Najjednoduchsia  Specifikacia podpriestoru je pomocou mnoziny vektorov. Nech
Bz{Bl,Bz,...,Bn}CH je mnozina n vektorov (nepredpokladame, Ze su linedrne nezavislé,
potom podpriestor H' < H moze byt $pecifikovany tak, Zze obsahuje vSetky mozné linearne
kombinécie vektorov z B (ddkaz tohto tvrdenia je uvedeny v priklade 1.10)

H'= {171[31 +bB,+..+bB,:b,.b,,...b, € C} (1.5)
Hovorime, ze podpriestor H' je linedarny obal vektorovz B = {Bl,Bz,...,Bn} cH
H'=span(B) (1.6)
Pre dimenziu podpriestora H " plati (dokaz je uvedeny v priklade 1.11)
dim(H')<n (1.7)

kde rovnost’ plati vtedy a len vtedy, ak mnoZzina B = {Bl,Bz,...,Bn} c H obsahuje len linedrne
nezavislé vektory.

Nech H,H,c H st dva podpriestory priestoru H, suma tychto podpriestorov,
oznacend H, +H,, je mnozina, ktord obsahuje vSetky linedrne kombindcie vektorov z H;
aH,

H +H,={aa+bB;abeC;acH peH,} (1.8)

Veta 1.3. MnoZina H, + H, je linedrnym priestorom, t. j. podpriestorom H.

Dokaz tejto vety je uskutocneny v priklade 1.12.

Nech podpriestory H,, H, maju spolo¢ny prienik tvoreny len nulovym vektorom

H,NH, ={o} (1.9a)
Potom suma tychto podpriestorov prechadza na priamu sumua
H®H,=H +H, (HnH,={o}) (1.9b)

Veta 1.4. Kazdy vektor ze H, @ H, je vyjadreny jednozna¢ne suma dvoch vektorov
zZ=X + X,
kde x,eH, a x,eH,.

Doékaz tejto vety je uskutocneny v priklade 1.12.

Veta 1.5. Dimenzia priamej sumy podpriestorov je ur¢end sumou dimenzii jednotlivych
podpriestorov

dim(H, ® H,)=dim(H,)+dim(H,)

Tato veta je dokdzana v priklade 1.13.

1.5 Izomorfizmus

Dva linearne priestory H a G s izomorfné vtedy, ak existuje také zobrazenie H na G, ktoré
zachovava sucet astcin vektorov. Dva izomorfné priestory su ,skoro identické®, ich
matematické vlastnosti st ,,skoro* totozné, odliSuju sa len v realizacii vektorov.
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1. prednaska — linearna algebra I

Definicia 1.6. Linedrne priestory H a G sa nazyvaju izomorfné ( H ~ G ) vtedy a len vtedy, ak
existuje také 1-1 znacné zobrazenie f.:H — G, ktoré zachovadva linedrnu kombinaciu

vektorov

f(ao,+a,0,)=a f(o)+a,f(a,) (1.10)

Veta 1.6. Linearne priestory H a G su izomorfné vtedy a len vtedy, ak maju rovnakt dimenziu
H~G& dim(H) = dim(G)

Veta 1.6. je dokazana v priklade 1.14.

Ako dosledok tejto vlastnosti je, Ze kazdy linearny n-rozmerny priestor definovany nad polom
skalarov C, je izomorfny s priestorom C", ktory bol $pecifikovany v priklade 1.6. To znamena,

ze ilustracné priklady linearnej algebry, ktoré su zaloZené na tomto vektorov priestore, nie su
obmedzim vSeobecnosti ilustracnych prikladov.

Pojem izomorfizmu medzi linearnymi priestormi je velmi dolezity. Ukazuje, Ze nie je
dolezité, akym sposobom je priestor realizovany, ale podstatnym znakom je ich dimenzia.
Vsetky vlastnosti Specidlneho priestoru H automaticky platia aj pre ostatné linedrne priestory,
ktoré maju rovnakt dimenziu ako H.

Riesenie prikladov

Priklad 1.1. DokaZe pomocou axiom pol’a skalarov tieto vlastnosti:
(1) 0+a=a

2) x+ta=b=>x=b-a

3) (a+b=a+c):>(b=c)

3) a+(b—a)=b

(4) a-0=0-a=0

(5) (-1)a=(a)

(6) (—a)-(—b) =a-b

(7) (a-sz):(azO)v(sz)
(8) xa=b=>x=a'b (pre a#0)
(9) ab=ac=b=c (prea=0)

Priklad 1.2. Nech C={.,-2,-1,0,1,2,..}je mnoZina celych ¢&isel, priCom nad touto

mnozinou su definované obvyklym spdsobom operacie suctu a sucinu. Je C pole skalarov?

Priklad 1.3. Nech C={p/q} (mnoZina racionalnych ¢isel, kde p a ¢ su celé a nesudelitelné

¢isla. Je C pole skalarov?
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1. prednaska — linearna algebra I

Priklad 1.4. Nech C={0,1,2,...,x,1+x,...,1+x+x2,...}je mnozina vSetkych polynomov
s celo¢iselnymi koeficient, pricom nad polom C je definovany sucet asucin obvyklym

spdsobom. Je C pole skalarov?

Priklad 1.5. DokaZe pomocou axiom linedrneho priestoru tieto vlastnosti:
() 0+a=a,

2) (-o0)=o,

(3) ao=o,

@ (-)o=(-a),

(5) Oa=o,

(6) vektorova rovnica o+ =7v, kde o je nezndma, ma rieSenie oo =y —f3,
(7) (a+B=0a+y)=(B=y)

(7) (a-oczo):>(a=0)v(a=0).

Priklad 1.6. NajznamejSim prikladom linearneho priestoru je mnozina usporiadanych n-tic
komplexnych ¢isel
H={(2,2,,....2,) 2. 2y,..z, €C} =CxCx..xC =C

n—krat
kde C je pole komplexnych Ccisel. Operacie stctu asucinu st definované obvyklym
spésobom. Nech o =(a,,a,,...,a,) a p=(b.b,....,b,), potom
oa+PB=(a,+b,a,+b,,...a,+b,)
ao.=a(aa,,aa,,...,aa,)
(~0)=(~a,~a,...~a,)
0=(0,0,...,0)

Dokazte, ze takto Specifikovand mnoZzina H vektorov a pole komplexnych ¢isel C je linearny
priestor, t. j. axiomy linedrneho priestoru su splnené.

Priklad 1.7. Dokazte vetu 1.1.

Priklad 1.8. DokéZte, Z¢ v n-rozmernom priestore H s bazou B ={B,.B,.....p,} = H , kazdy

vektor ¢ je vyjadriteny jednoznacne ako linearna kombinacia vektorov baze
eo=bB, +bB,+...+b,

Priklad 1.9. Dokéazte vztah (1.4).
Priklad 1.10. Dokazte, ze mnozina H" (1.5) je linearnym priestorom.
Priklad 1.11. Dokazte relaciu (1.7).

Priklad 1.12. Dokaze pomocou (1.8a), ze rozklad (1.8c) Specifikuje vektor z jednoznacne.
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Priklad 1.13. Dokazte rovnost’ (1.9).

Priklad 1.14. Dokézte nutni podnienku (implikacia zl'ava do prava v (1.11)) izormfizmu
medzi vektormi H a G,
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2. prednaska — linearna algebra I1

2. prednaska

Linearna algebra Il — skaldrny sucin, norma, metrika,
ortogondalnost’, ortonormdalnost’, ortogondalny doplnok, linedarne
operdatory, maticovd reprezentdacia, hodnost’ a defekt operdatoroy

2.1 Skalarny sucin

Definicia 2.1. Binarna operécia, ktord dvom vektorom a,f3 € H priradi skalar (OL,B) eCsa
nazyva skaldrny sucin vtedy a len vtedy, ak platia tieto 4 axiomy:

(1) (a.B)=(B.a)",

(2) (o,aB)=a(o.B),

3) (ou.B+B,)=(aB,)+ (B, ),

(4) (o,a)=0 (=0lenprea=o0).

Z axiom 1 a 2 plynie
(a0.) = (Boaw) =3 (Bor) =a (o)

Podobne, z axiom 1 a 3 dostaneme

(o +0, B)=(Booy +0t,) = (Brot,) +(Buct,) = (ot B) + (e, B)
Skalarny sucin 'ubovolného vektora oo € H s nulovym vektorom 0 je nula

(a,0)=(a,08)=0(a,p)=0

Ak v linedrnom priestore H je definovany skalarny stcin, potom H sa nazyva umitdrny
priestor. V tomto bode sa dostavame do kontaktu aj s teodriou Hilbertovych priestorov,
Hilbertov priestor kone¢nej dimenzie je totozny s unitdrnym priestorom. Prevdzna vacSina
nasich tvah o kvantovom pocitani je zaloZena na kone¢no-rozmernom Hilbertovom priestore,
preto vystacime s tedriou kone¢no-rozmernych unitarnych priestorov.

Veta 2.1. Nech H je linearny priestor realizovany C', potom pre kazdy vektor
a=(a,a,,..8,), kde g €C . Binarna operacia pre vektory a.a p=(h,b,,...,b,)

(ap)=Y ab .

vyhovuje axiomam skalarneho sucinu z definicie 2.1.

Doékaz vety 2.1 je uskuto¢neny v priklade 2.1.
Pre unitarne priestory je potrebné zovSeobecnit’ definiciu 1.6 izomorfizmu. Nech H

a G su dva unitarne priestory v ktorych st definované skaldrne siciny (es),, resp. (es),-
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2. prednaska — linearna algebra I1

Povodna definicia izormorfizmu 1.6 je pre unitdrne priestory rozsirend pomocou nasledujice;j
definicie.

Definicia 2.2. Unitarne priestory H a G sa nazyvaju izomorfné (H ~ G) vtedy a len vtedy, ak
existuje také 1-1 znacné zobrazenie f:H — G, ktoré zachovava linearnu kombinaciu

vektorov a skalarny sucin
f(ao, +a0,)=af(a)+af(a,) (2.2a)
(o), =(F (). 7 (B)), (2.2b)

Pomocou skalarneho stéinu mozeme definovat’ normu (di¥ku) vektora o takto

EENEE)) (2.3)

Veta 2.2. Pre normu plati Schwartzova nerovnost’

(et B)[<]alf (24)

Veta 2.2 je dokdzana v priklade 2.2. Pomocou normy moézeme definovat aj vzdialenost’
(metriku) medzi dvoma vektormi o a b

d(a,B)=|a—p| (2.5)

Niektoré zékladné vlastnosti normy a vzdialenosti st dokdzané v priklade 2.3 resp. 2.4.

Definicia 2.3. Vektor o € H sa nazyva normalizovany (normovany) vtedy a len vtedy, ak
o =1

Definicia 2.4. Dva vektory o, € H sa nazyvaji ortogondlne (¢o zapisujeme o L 3) vtedy
a len vtedy, ak ich skalarny sucin je nulovy

(aLp)e(a,B)=0

Relacia ortogonalnosti je symetrickd ale nie je tranzitivha. Mnozina vektorov z
B={B,.B,,...B,} ©H sa nazyva ortogondlna, ak pre kazdu dvojice roznych vektorov z B
plati

(B.B;)=0 (prei,j=12,..nai=j) (2.6)
Ak mnozina B = {[31 B, Bn} c H obsahuje vektory, ktoré su sti¢asne normalizované a aj

ortogonalne, potom tato mnozina sa nazyva ortonormdlna
1 (aki = j)
By )=9; = L (2.7)
(B ;) =3, {0 (aki=j)

Veta 2.3. Ak mnozina B = {Bl B, ,...,Bn} c H obsahuje nenulové ortogonalna vektory, potom
tieto vektory st linedrne nezavislé.

Tato veta je dokézand v priklade 2.6. Z vlastnosti dokazovanej v priklade 2.6 vyplyva, Ze ak
priestor H je n-rozmerny, potom existuje maximalne n ortogonalnych nenulovych vektorov.
V linedrnej algebre existuje konStruktivny dokaz (nazyvany Schmidtov ortogonalizacny
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proces) skuto€nosti, ze v kazdom n-rozmernom linedrmnom priestore H s definovanym

skalarnym sic¢inom, existuje ortonormalna baza B, .om = { BB, Bn} cH.

Nech B:{Bl,Bz,...,Bn}cH je baza n-rozmerného linedrneho priestoru H v ktrom je

definovany skaldrny sucin. Schmidtov ortogonalizacny proces je Specifikovany rekuretnym
spdsobom takto:

1. krok. B, =B,.

2. krok. [32 = 81[31 +B,, kde koeficient @, je uréeny podmienkou [31 1 Bz.

3. krok. B,=af, +ap,+B,, kde koeficienty a ,a, st uréené podmienkami B, Lf, a
B, LB,.

Tento postup opakujeme tak dlho az vyCerpame vsetky vektory z mnoziny B.

Nech H, < H je linearny podpriestor unitarneho priestoru H. Symbol H;' reprezentuje tak(

mnozinu vektorov, nazyvanu ortogondlny doplnok k podpriestoru H;, ktoré su ortogonalne
k vektorom z podpriestora H;

H ={oaeH;V(BeH,)(c.,p)=0} (2.8)

Veta 2.4.
(1) Ak H,cH je linearny podpriestor, potom aj jeho ortogonalny doplok H; < H je
taktieZ linedrny podpriestor .
(2) Unitarny priestor je mozné vyjadritt ako priamu sumu podpriestoru H, c H ajeho
ortogonalneho doplnku H;" = H

H=H ®H; (2.9)

Pre ortogondlne doplnky unitarneho priestoru H platia tieto vztahy:
(1) Nech H, < H je linearny podpriestor, potom

1
(H') =H, (2.10a)
(2) Ortogonalny komplement unitarneho priestoru H je

2.2 Linearne operatory

Pojem operatora patri v matematickej tedrie kvantovej mechaniky medzi centrdlne pojmy,
kazda pozorovate'nd (alebo meratelna) veli¢ina je v kvantovej mechanike vyjadrena
pomocou operatora — zobrazenia linearneho priestoru na seba.

Definicia 2.5. Hovorime, Ze nad linedrnym priestorom H je definovany linedrny operdtor
A:H-—>H

vtedy a len vtedy, ak pre kazdé a € H existuje prave jeden vektor § € H taky, ze = Aa,
pri¢om je splnend podmienka
A(aa, +a,a,) =8 Aa, +8,Aa,
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Nech v n-rozmernom linedrnom priestore H existuje ortonormalna baza B:{BI,BZ,...,Bn} ,
pomocou ktorej zavedieme maticovll reprezentaciu operatora. Pretoze AB, € H, potom vektor

AB, mozeme vyjadrit’ pomocou linearnej kombinacie vektorov ortonormalnej baze
AB. zzAjiBj (2.11a)
j=1

Ak vynasobime skalarne tato rovnicu zl'ava vektorom 3, , po jednoduchych tpravach
dostaneme

(B A3 )= A, (2.11b)
Matica 4= (A, ) sa nazyva maticovd reprezentdcia operatora A v baze B = {Bl B, Bn} ,J€

maticové elementy st urené vztahom (2.11b).

ModzZeme si polozit’ otazku, ako sa zmeni maticové reprezentédcia operatora A pri prechode od
ortonormalnej baze B={B,,B,,....p,} k inej ortonormalnej baze B'={p; B, ,....p,}. Pretoze H

’

je n-rozmerny unitarny priestor, kazdy vektor baze B'={p|,p},...B,

| mdze byt vyjadreny

pomocou linearnej kombinacie vektorov z povodnej bazy B={B, B, ,....5,}
B =>T8, (2.12a)
i=1

Pretoze matica T :(T) popisuje prechod od pdvodnej ortonormélnej baze k novej

ij
ortonormilnej bize, musi byt regularna, t. j. existuje inverznd matica T ', ktord vyhovuje
podmienkam T7'T =TT = E . Potom plati aj ,,inverzna** formula k (1.23a)

B, = ZT,{IB',- (2.12b)
j=1
Nech maticova reprezentécia operatora Av bazy B'={p;,B5,....p,} ma tvar
A3 =>"BB (2.13a)
j=1
kde maticové elementy reprezentacie st uréené formulou
(B, AB;) = By (2.14b)

Jednoduchymi tvahami je mozné dokéazat, Ze medzi tymito dvoma maticovymi
reprezentaciami operatora A existuje vztah vyjadreni pomocou transformacie podobnosti

B.j = zTilzlAdle (2.152)

k=1
alebo pomocou matic
B=T'AT (2.15b)

Pomocou maticove] reprezenticie operatorov zavedieme definicie stopy a determinantu
operatora A. Pripomenime, Ze tieto veli¢iny su definované v algebre len pre Stvorcové matice,
ich maticova reprezentacia umoziuje ich definiciu aj pre operatory, aby tato definicioa mala
zmysel, musime ukdzat, Ze tak stopa, ako aj determinant su nezéavislé od ich maticovej
reprezentécie.
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Nech linearny operator A v baze B:{Bl,Bz,...,Bn} je reprezentovand maticou A=(Aj),

potom stopa operatora A je definovand pomocou stopy matice 4

Tr(A)=Tr(4)=> A (2.16)
i=1
Stopa stcinu dvoch Stvorcovym je nezévisla od ich poradia
Tr(AB)=Tr(BA) (2.17)

Predpokladajme, Ze maticovd reprezentacia operatora A pri prechode zpdvodnej baze
B={B,.B,,...B,} do novej baze B'={P[,p,,...p,}sa zmeni podla formule transforméicie
podobnosti (2.15b), jej stopa je

Tr(B)=Tr(T'AT)=Tr [mAj =Tr(A) (2.18)

Tymto sme dokdzali, Ze stopa maticove] reprezentacie operatora je nezavisla od zvolenej
béaze, pre kazdl bazu dostaneme rovnaku stopu maticovej reprezentacie daného operatora A.

Podobnym spésobom pomocou maticovej reprezentacie mdézeme definovat’ aj
determinant operatora A

det(A) =det(A4) (2.19)
Determinat su¢inu dvoch matic sa rovna suc¢inu ich determinantov
det(AB)=det(4)det(B) (2.20)

Pomocou tejto vlastnosti determinantov taktiez dokdZeme, Ze determinanty maticovych

reprezentacii toho istého operatora st navzajom rovné
det(B)=det(7'AT)=det(T")det(T)det(4)=det(A) (2.21)

1
V linedrnej algebre medzi dolezité Specifikdcie matic patri patria dve komplementarne
celoCiselné charakteristiky matic, hodnost' a defekt matice. Ich komplementarnost’ spociva
vtom, Ze ich suma sa pre Stvorcové matice rovna dimenzii matice (poctu riadkov/stlpcov
matice). Nech A je linearny operator definovany nad n-rozmernym priestorom H, definujme
st mnozinu jeho funkénych hodndt

im(A)={BeH;3(aeH):p=AafcH (2.22)

Definicia 2.6. Prirodzené Cislo r(A) sa nazyva hodnost’ operatora A vtedy a len vtedy, ak sa
rovna dimenzii podpriestoru im(A)

r(A)=dim(im(A)) .

Celociselna veliina nazyvana defekt operatora A je definovand pomocou jadra opratora
ker(A)z{oceH;Aazo}gH (2.23)

Téato mnozina vektorov obsahuje tie vektory z H, ktoré st zobrazené na nulovy vektor.

Definicia 2.7. Prirodzené Cislo d(A) sa nazyva defekt operatora A vtedy a len vtedy, ak sa
rovna dimenzii podpriestoru ker(A)

r(A)=dim(ker(A)) .

Podpriestory im(A) a ker(A) nie si nezavislé, ich komplementarny charakter spociva
v tom, Ze ich priama suma sa rovna priestoru H nad ktorym je definovany operator A

im(A)® ker (A)=H (2.24a)
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Potom taktiez aj hodnost” a defekt maji komplementarnych charakter
r(A)+d(A)=dim(H) (2.24b)
Pomocou defektu zobrazenia moézeme definovat’ jeho 1-1-znacnost’ takto: Nech A je

linedrny operator v priestore H, tento operator A je 1-1 znacny vtedy a len vtedy, ak sa jeho
hodnost’ rovna dimenzii H

r(A)=dim(H) (2.25)
V prvej Casti tejto prednaSky sme definovali maticovli reprezentaciu A linearneho

operatora A pomocou ortonormalnej bazy. Hodnost' operatora Asa rovnd hodnosti jeho
maticovej reprezentacie A v 'ubovolnej ortogonalnej bazy B, ¢o formélne zapiSeme takto

VB:r(A)=r(A) (2.26)

Priklady
Priklad 2.1. Vykonajte dokaz vety 2.1.

Priklad 2.2. Dokézte Schwartzovu nerovnost’ (2.4).

Priklad 2.3. Dokézte tieto vlastnosti normy:
(1) [o|=0 (=0len prea=0),
(2) |oc + B| < |a| + |B| (trojuholnikova nerovnost, rovnost’ plati len pre B =aa. ),

(3) [aa|=[allof

Névod: Trojuholnikova nerovnost’ sa dokaze pomocou Schwartzovej nerovnosti (2.4).

Priklad 2.4. Dokazte tieto vlastnosti vzdialenosti:

(1) d(a,p)=0 (=0len prea =),

(2) d(a,p)=d(B.a),

(3) d(a,p)<d(a,y)+d(y,B) (trojuholnikova nerovnost).

Névod: Trojuholnikova nerovnost’ pre vzdialenost’ sa dokdze pomocou trojuholnikovej
nerovnosti pre normu z prikladu 2.3.

Priklad 2.5. Nech B:{Bl,Bz,...}c H je mnoZina normovanych vektorov z n-rozmerného

linearneho priestoru a nech existuje také e> 0, ze pre kazdé a,p € B,a # 3, plati |OL—B| >e.

Obsahuje mnozina B kone¢ny pocet vektorov?
Néavod: Z trojuholnikovej nerovnosti (priklad 1.15) vyplyva, ze ak pre dva normalizované

vektory a,f3 € B plati |oc - B| > e, potom su linedrne nezavislé.
Priklad 2.6. Dokazte vetu 2.3.

Priklad 2.7. Nech B={B, =(1,0,1),8, =(0,-1,1),8,=(1,2,-1)} = H je baza v 3-rozmernom
linedrnom priestore H , pouzitim Schmidtovho ortogonalizaéného procesu zostrojte z tejto
bazy ortonormalnu bazu B .om = {f)l B, B3} cH.
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Priklad 2.8. Dokazte vetu 2.4.

Priklad 2.9. Dokéze formule (2.10).

Priklad 2.10. Dokazte rovnost’ (2.17).

Priklad 2.11. Dokazte, Ze mnozina im(A) je podpriestor linearneho operatora H.
Priklad 2.12. Dokéazte, ze mnozina ker(A) je podpriestor linearneho operatora H.

Priklad 2.13. Dokézte (2.24a), priama suma podpriestoru fumkénych hodndt a jadra
operatora sa rovna priestoru H.

Priklad 2.14. Dokazte, ze formula (2.25) je nutnou a postac¢ujucou podmienkou k tomu, aby
operator A bol 1-1 znaény.
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3. prednaska

Linearna algebra III — hermitovsky zdruZeny operator,
hermitovsky operator, unitarny operator, vlastné vektory
a vlastné hodnoty operatora, tenzorovy sucin, projekéné
operatory

3.1 Hermitovsky zdruZeny operator
Nech A je linearny operator definovany nad unitarnym priestorom H.

Definicia 3.1. Operator A" sa nazyva hermitovsky zdruZeny operator k operatoru A vtedy
a len vtedy, ak pre kazdé a,p € H plati

(Aa,B)= (o, A'B)

Vlastnosti hermitovsky zdruzeného operatora su stthrnne obsiahnuté v tejto vete

Tato vetra je dokézana v priklade 3.1.
Pomocou hermitovsky zdruzeného operatora sa mézu definovat’ dva druhy operatorov,
ktoré maju centralny vyznam v kvantovej tedrii:

(a) Hermitovsky operdtor, A" = A.
(b) Unitdrny operdtor, AA" = A" A=E, kde E je jednotkovy operator.
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Unitarny operator U zachovava vztahy ortonormality pre mnozinu ortonormalnych
vektorov B={p, B,....B,} ., kde (B;.B;) =3, . Nech

B'=UB={UB, UB,,..UB,} ={B =UB;i=12,.,n}
je mnozina vektorov, ktoré vznikla aplikaciou U na vektory mnoziny B. Jednoducho

dokéazeme, Ze vektory B tvoria taktieZ ortonormalny systém

(4.¢/)=(Ugq Ug )= [q ,U_;gejj =(g.6) =9,

Na zéklade tohto vysledku moézeme aplikdciu unitarneho operdtora na systém vektorov
interpretovat’, ako rotaciu celého systému okolo jedného bodu.

Maticova reprezentacia A hermitovského operatora A vyhovuje podmienke 4=A",
alebo vyjadrené¢ pomocou maticovych elementov dostaneme

A;i = Aj (3.1)

To znamend, Ze hermitovské matica 4 sa nemeni ak ju transponujeme a komplexne zdruzime.
[ustracny priklad hermitovsky zdruzenej matice je uvedeny v priklade 3.2.

Maticova reprezentécia unitarneho operatora vyhovuje podmienkam

AA"=A"A=E

Ak prepiSeme tieto rovnice pomocou riadkov alebo stlpcov matice tak dostaneme, Ze plati tato
veta:

Veta 3.2. Matica U je unitarna vtedy a len vtedy, ak je riadky (stlpce) tvoria ortonormalny
systém.

Dokaz tejto vety je uvedeny v priklade 3.3.

Nech Aje linedrny operator nad unitarnym priestorom H. Vlastny problém pre
operator A ma tvar

Ao =)o (3.2)

kde nenulovy vektor o< H sa nazyva vilastny vektor askalar L eC sa nazyva vlastnd
hodnota. Pouzitim Gaussove] fundamentalnej vety algebry je mozné dokézat’, ze pre kazdy
operator A rovnica (3.2) ma aspon jedno rieSenie (t. j. existuje asponi jedna vlastna hodnota A
a k nej pridruzeny vlastny vektor a taky, ze plati rovnica Aov=2ia ) .

V nasich d’al$ich uvahach budeme predpokladat’, ze operator A je hermitovsky. Tento
predpoklad umoziuje, aby vlastny problém (3.2) dve ddlezité vlastnosti:

Veta 3.3.

(1) Vlastné hodnoty hermitovského operatorta st realné.

(2) Vlastné vektory vektory o; aa, patriace roznym vlastnym hodnotdm A#l; st
ortogonalne, (oc1 ,ocz) =0. Slabsia verzia tejto vlastnosti (A nie je hermitovsky operator)

je, ze charakteristickické vektory o, a o patriace roznym vlastnym hodnotam A,#A, st
linearne nezavislé.

Dokaz tejto vety je vykonany v priklade 3.4.

Veta 3.4.
(1) Vlastné hodnoty A; unitdrneho operatora U lezia na jednotkovej kruznici v komplexnej
rovine, | Aj|=1.
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‘ (2) Vlastné vektory a; a o, patriace roznym vlastnym hodnotam A;#A, s ortogonalne.

Doékaz tejto vety je vykonany v priklade 3.5.

Studujme sekuldrny determinant priradeny operatoru A
det(A-AE)=det(A4-LE) (3.3)
Podobne, ako v predchadzajucich dvoch pripadoch stopy a determinantu, aj teraz l'ahko
dokazeme, ze hodnota sekularneho determinantu nezavisi od zmeny baze pri tvorbe maticovej
reprezentacie
det(B-AE)=det(T'AT-)E)=det|T"' (4-LE)T | = det(A-LE) (3.4)
Vypoctom determinantu na pravej strane upravime tuto formulu do tvaru sekuldarnej rovnice
(nickedy aj sekuldrny polynom)
det(A-AE)=det(A-LE)=L"+CA"" +..+C_A+cC, (3.5)

kde ¢ =Tr(A) a c,=Det(A), ostatné koeficienty C,,...,C,, patria taktiez k invariantom
operatora A. Podl'a Gaussovej fundamentalnej vety algebry, kazda algebraickd rovnica ma
asponn jeden koreil (komplexny), pouzitim tejto dolezitej vety, méZzeme vlastny polynom
prepisat’ do tvaru

det(A-AE)=(1-1,)" (A-1,)" (h=2,)" (3.6)
kde A, A,,..,A, su vlastné hodnoty operatora A, exponenty ki k,,....K >0 Specifikuju
nasobnost’ vlastnych hodn6t, vyhovujii podmienke k +k, +...+k, =n. Ak pre A plati k=1

(k>1), potom charakteristicka hodnota sa nazyva nedegenerovand (degenerovand). Vyznam
tychto exponentov spociva vtom, Ze Specifikuji dimenziu charakteristického podpriestoru
H, < H obsahujuceho vlastné vektory, ktoré su priradené vlastnej hodnote A;

dim(Hi):ki (3.7

peH = Ap=2%10 (3.8)
V dosledku podmienky ortogonalnosti medzi vlastnymi vektormi, ktoré su priradené réznym
charakteristickym hodnotam, podpriestory H, < H st navzdjom ortogonalne. Priama suma

tychto podpriestorov $pecifikuje priestor H nad ktorym je definovany operator A

H=H ®H,®..®H, (3.9)
Podpriestor H; obsahuje vektoru, ktoré st rieSenim homogénneho systému
(A-LE)p=0 (3.10)

kde homogénny systém mé nenulové (netrividlne) rieSenie vtedy, ak r(A—A,E)<n, pricom
n-r(A-ME)=k, &ize homogénny systém méa prave ki linedrne nezavislych rieSeni.
Pomocou Schmidtovho ortogonalizatného procesu v kazdom podpriestore H; moZeme
zostrojit’ ortonormalnu bazu B ={(p£i),(p(2i),...,(pﬂ)}, alebo H, = Span((pgi),(p(zi),...,(pﬂ)). Potom

priestor H vyjadreny ako priama suma (3.9) vlastnych podpriestorov H;i ma bazu, ktora
vznikne zjednotenim baz tychto vlastnych podpriestorov

p
B={w, w0} =B (3.11)

\ Veta 3.5. (Nazyvana veta o uplnosti) Nech A je hermitovsky operator definovany nad \
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unitdrnym priestorom H, potom l'ubovolny vektor ¢ € H mdze byt vyjadreny ako lineérna

kombindcia vektorov ortonormalnej baze B
P=ay, +a,y, +.+ay, (3.12)

Veta je dokazana v priklade 3.6.
Nech dva hermitovské operatory Aa B definované nad unitdrnym priestorom H,
navzajom komutuju, AB = BA, ¢o sa alternativne modze zapisat pomocou operacie

komutatora, [A,B]=0, kde [A,B]=AB-BA. Pre jednoduchost’ predpokladajme, Ze vlastné
hodnoty operatorov A a B st nedegenerované, t. j. vlastné podpriestory Hi(A) a Hi(B) su
jednorozmerné. Nech Ag@, =A,p,, potom BAgp, =A,Be,, ak vyuZijeme vlastnost' komutacie
operatorov A a B, potom taktiez musi platit A(Bg, ) =4, (Bg; ). Z tejto vlastnosti vyplyva, Ze
tak ¢, , ako aj Bg, st vlastné vektory operatora A, ktoré si priradené vlastnej hodnote A;.
Pretoze sme postulovali 1-rozmernost’ vlastnych podpriestorov, potom vektory ¢, , ako aj

Bo,

sa ,.kolinearne®, t. j. Bo, = n,¢,, kde i je redlne ¢islo, ktoré mézeme interpretovat’ ako
vlastni hodnotu operatora B.

\ Veta 3.6. Komutujuce operatory A a B maju spolo¢ny systém vlastnych vektorov.

3.2 Tenzorovy suc€in
Nech H a G s unitarne priestory, tenzorovy sucin je asociativna bindrna operacia, ktorad
kazdej dvojici vektorov aeH a BeG priradi usporiadanu dvojicu aa®f, priCom platia
tieto axiomy:

(1) (o, +0,)®B =0, ®B+a, ®P,

(2) G‘@(Bl +B2) =a®f, +a®p,,

(3) a(a®p)=(an)®P=0(a®p)

4 (al ®B,,a, ®Bz) :(0“1 ®Bl)(a2 ®B2)
Prvé tri axiomy Specifikuju tenzorovy sucin ako ,linedrnu operaciu®, Stvrtd operacia
Specifikuje skalarny sucin pre vektory, ktoré vznikli pomocou tenzorového sucinu.
Ak priestory H a G maju baze B, ={a,,a,,....0,} resp. B, ={PB,,B,,...3,} tenzorovy sugin
tychto baz

B=B®B,={o,®p,;i=12,...nj=12,.m|
moZe byt interpretovany ako baza tenzorového sticinu H ® G, t. j.
F=H®G=span(B®5,)
Dimenzia priestoru F je Specifikovand sti¢inom dimenzii priestorov H a G
dim(H®G)=dim(H)-dim(G) (3.13)

Veta 3.7. Nech B ={a,,a,,....0.,} resp. B, ={B,,B,,...5,,} su baze priestorov H resp. G.

Vektory tenzorového sucinu tychto baz st linedrne nezavislé, t. j. tvoria bazu priestoru
H®G=span(B ®B,).
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Doékaz tejto vety je uvedeny v priklade 3.8.

Viacnasobny tenzorovy sucin vektorov a,,d,,..,0,, mOézeme alternativne

n
interpretovat’ ako usporiadantl n-ticu vektorov
o, @0, ®...@a, =0,0L,..00, = (0,000l ) (3.14)
Nech operatory Aa B, definovany v unitirnom priestore H resp. H", v ktorom su
zvolené bazy B={a,,0,,..,a,} resp. B'={o;,a),..0,}, maji maticové reprezenticie
Aresp. B. Potom tenzorovy sulin operatorov A® B, definovany nad priestorom
H ®G = span(B, ® B,) ma maticovii reprezentaciu vyjadrenii pomocou tenzorového sucinu
matic

a, a - &, (b b, .. Db,

a,B .. aB
L P YR N

= (3.15)
a,B .. a B

AR®B=

oy

8 8, - ay) by by

mm

Tenzorovy sucin matic je dokdzany v priklade 3.7. Jednoduchy ilustra¢ny priklad tenzorového
sucinu matic je uvedeny v priklade 3.8.

3.3 Projekéné operatory
Nech unitarny priestor H sa rovna priamej sume dvoch podpriestorovHiaH, , H=H, ®H,.
To znamend, ze kazdy vektor o€ H mdZe byt jednoznacne vyjadreny ako suma dvoch
vektorov z H; resp. Ha,

o=a,+a, (3.16)

Definicia 3.2. Operator P, sa nazyva projekcny operdtor na podpriestor H; vtedy a len vtedy,
ak pre kazdé a e H plati Pio = .

Podobnym sposobom sa moze definovat’ aj projektor P, na podpriestor H,, jednotlivé
projekéné operatory vyhovuju podmienkam
P’=P,P}=P a PP,=0 (3.17a)
P+P =1 (3.17b)
Dokaz tychto vlastnosti je uvedeny v priklade 3.9.

Definiciu projektoru na podpriestor moZeme zovSeobecnit pre vSeobecnu priamu
sumu podpriestorov

H=H ®H,®..®H, (3.18)
Nech P; je projektor na podpriestor H; , potom (3.17) méZeme zovSeobecnit’ takto
PP =3,R (3.18a)
P=1 (3.18b)
i=1
Predpokladajme, Zze podpriestory z H=H ®H, st navzijom ortogondlne, to

znamena, ze

V(aeH,)V(BeH,):(a,p)=0
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3. prednaska — linedrna algebra I11

Projektory na tieto podpriestory su nielen idenpotentné ale aj hermitovské (dokaz tejto
vlastnosti je uvedeny v priklade 3.10)

P12:Pl’ P22:P2 a F)IF)Z =0 (3.193)
P=P", BL=P (3.19b)
P+P, =1 (3.19¢)

Zostrojime maticova reprezentaciu projekéného operatora P v ortonormalnych bazach
B ={a,,0,,....0,} resp. B, ={o,a},....,a}, pricom P je projektor na H,=span{A},
ortogonalny komplement k H; je oznageny H, = span{5,}, kde H =H, @ H,. Pre maticové
elementy projekéného operatora plati

(ai|P|0cj>=8ij (preVai,aJ— EBI) (3.20a)
(oy|P|aj) =0 (prev (o, €B)V(a] €B,)) (3.20b)
(of|Pa})=0 (prevoy,a)eB,) (3.20c)
Potom maticova reprezentacia projektora P v bazach B, a B, m4 tvar matice
1 0 10 0 0
0 0 10 0 0
E 0, 0 1 0 0 O
P- ( ! j = (3.21)
0, 0, 0 0 10 0 0
0O .. 00 .. 0

kde E; je jednotkova matica typu (n,n), 0, je nulova matica typu (n,m) a 0, je nulova matica
typu (m,m).

Veta 3.7. Stopa maticovej reprezentacie P sa rovna stope projektora P
Tr(P)=n=dim(H,) (3.22)

Sekularny determinant (3.6) mézeme prepisat’ do tvaru
det(P-AE)=(A-1)"(A)" (3.23)
To znamend, Ze projektor P ma dve vlastné hodnoty: jednotkovi vlastnii hodnotu A, =1,

ktora je n-nasobna a nulovu vlastni hodnotu A, =0, ktora je m-nasobna.

Priklady

Priklad 3.1. Dokazte vlastnosti (1-6) hermitovsky zdruzeného operatora, ktoré st uvedené vo

vete 3.1.
1 1+i
A= ]
(l—l —lj

Potom hermitovsky zdruzend matica ma tvar

Priklad 3.2. Studujme maticu
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A {(1;)* (lli)*}[lli I_Jrlij:A

To znamenad, Ze tdto matica je hermitovska.

Priklad 3.3. Dokazte vetu 3.2
Priklad 3.4. Dokézte vetu 3.3.
Priklad 3.5. Dokézte vetu 3.4.
Priklad 3.6. Dokézte vetu 3.5.

Priklad 3.7. Dokazte formulu (3.15), ktord Specifikuje maticovi reprezentaciu tenzorového
sucinu dvoch operatorov.

Priklad 3.8. Zostrojte tenzorovy si¢in matic

2
1 2

A= a B=| 0
1 -1

-2

Priklad 3.9. Dokéazte vlastnosti (3.17a-b).

—_
S =

Priklad 3.10. Dokazte, Ze podpriestory H; a H, zrozkladu H =H, @ H, su ortogonalne
vtedy a len vtedy, ked’ projektory na tieto podpriestory su hermitovskeé.
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4. prednaska

Linearna algebra IV — Diracov formalizmus linearnej algebry,
bra a ket vektory, diadycky sucin a skalarny sucin, spektralny
rozvoj operatora, funkcia operatora

Paul A. M. Dirac, anglicky fyzik ajeden zo spoluzakladatelov kvantovej mechaniky, vo
svojej znamej knizke The Principles of Quantum Mechanics z r. 1930, polozil zaklady
moderného formalizmu kvantovej mechaniky, ktory bol zaloZeny na tedrii linedrnych
priestorov a operatorov. Téato knizka, uz viac ako polstorocie patri medzi nestarntice knihy,
v ktorej jasnym, jednoduchym a sucasne presnym sposobom st formulované zékladné
principy kvantovej mechaniky.

4.1 Diracov formalizmus

Definicia 4.1.
Nech H je n-rozmerny unitarny linearny priestor. Definujme dva nové typy vektorov:' ket

vektor |OL> a bra vektor <OL| . Nech existuje vzajomne 1-1-zna¢né priradenie
o) <> a

Vo eH (4.1)
(o> a

Pre tieto dva nové typy vektorov zékladné algebraické operacie st definované takto:

(1) Nasobenie vektora komplexnym cislom
a| OL>=|aOL> a a <0L| =<aOL| (4.2)

kde vektory |aOL> a (aa| su realizované pomocou (1.37).

(2) Sucet vektorov
o) +[B) =|a+B) a (o|+(B[=(a+B| (4.3)

kde vektory |OL + [3> a (a + [3| su realizované pomocou priradenia (4.1).

(3) Posobenie operatora
Ala)=|Ax) a (oA =(Aa| (4.4)

kde vektory | Aoc> a (Aoc| su realizované pomocou priradenia (4.1).

' Dirac zaviedol tito terminolégiu tak, Ze rozdelil anglické slovo bracket - zatvorka, Tava Gast’ zatvorky je
oznacena bra a prava Cast je oznacena ket. Dirac pri navrhu tejto terminologie prejavil aj urcitu davku vtipnosti,
bra znamena po anglicky $pecialny typ podprsenky bez ramienok.
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4. prednaska — Diracov formalizmus

Pre nazornost’ poznamenajme, Ze bra- a ket vektory su v ramci klasickej linedrnej algebry
realizované pomocou riadkovych resp. stlpcovych vektorov.
Ket-vektory a bra-vektory tvoria mnozinu vektorov

He ={la);aeH} (4.5a)
Hg ={(a|; eV} (4.5b)

Jednoduchym spoésobom mozno dokazat, ze mnoziny vektorov Hx a Hp tvoria linedrne
priestory nad polom komplexnych ¢isel, pricom priestory Hg, Hga H st navzajom izomorfné
(pozri priklad 4.1).

Veta 4.1. Binarna operacia medzi bra- a ket-vektormi H, xH; — C, ktora dvojici vektorov
priradi skalar (komplexné ¢islo) z C podl'a predpisu

(|B)=(cup) (4.6)
je skaldrny sucin, t. j. platia podmienky (1-4) z definicie 2.1.

V priklade 4.2 je dokdzané, ze takto definovana bindrna operacia <(x|[3> je skalarny sucin.
Maticovy element operatora A medzi bra- a ket-vektormi je definovany vzt'ahom
(o AIB)=(a,AB) (4.7)
Substiticiou A— A" a pouzitim zakladnych vlastnosti skalarneho sucinu (x, y) dostaneme
dolezity vyraz pre maticovy element hermitovsky zdruzeného operétora
(o A°|B) = (et A'B) = (Aot B) = (B, Acx) = (B[ Alor)’ (48)
Operator A je linedrnym operatorom v priestoroch Hk a Hg

Alla)+[B)) = Ala+B) =[ Ao+ B))

(4.9)
=| Aa+ AB) =| Aa)+[ AB) = Alo) + AlB)
Definicia 4.2. Medzi bra- a ket-vektormi sa postuluju tieto jednoduché vztahy
(Ala)) =(o] A (4.10a)
(Jo))" =(a| (4.10b)

Pri operacii hermitovského zdruzenia mozeme bra- a ket-vektory chapat’ ako operatory.

Definujme operator Q, pomocou maticovych elementov

(@|,,[B)=(ale)(w|B)  VoeH; VBeH, (4.11)
Pouzitim (8) dostaneme

(|2, |B) = B[y | ) = (Bl o) {w]cr) =
=(a|v)(olB)

Tieto dve vlastnosti operatora Q mdzeme formalne vyjadrit pomocou tzv. dyadického

(4.12)

sucinu
Q,, =lo)(v| a Q, =|v) (el (4.13)

Aplikaciou dyadického sucinu na ket-vektor dostaneme ket-vektor (to znamena, ze dyadicky
produkt svojim posobenim na vektory je ekvivalentny operatoru)
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Qo) =[o)(wle a (o], =(a|v) (o] (4.14)
Pomocou diadyckého stucinu definujme operator
P=|t)(1] (4.15)

kde |t) je normalizovany ket-vektor, (t|t)=1. Operéator P vyhovuje nutnej a postacujuce;
podmienke projekéného operatora
P =P (4.162)
P =P (4.16b)

Veta 4.2. Operator P je projektorom na podpriestor indukovany vektorom |1:>,

H = span{| 1:>} . Podobne, operator 1-P je projektor na ortogonalny doplnok Hf .

Definujme v N-rozmernom unitarnom priestore V ortonormalny systém vektorov
B={le)|&,)...|e,)} (4.17)
kde
<8i|8j>=8ij (4.18)
Postulat aplnosti systému (4.17) znamena, Ze 'ubovolny vektor |8> €V modzeme vyjadrit’ ako

linearnu kombinaciu jeho vektorov

|w>:2q|si> (4.19a)

a =(g|v) (4.19D)
Pouzitim jazyka klasickej linedrnej algebry predpoklad tuplnosti ortonormalneho systému

(4.17) znamena, ze pocet prvkov tohto systému je totozny s dimenziou unitarneho priestoru V,
alebo ina¢, systém (4.17) tvori bazu priestoru V.

Definujme projektory
P=|e)e| (prei=123,.) (4.20a)
ktoré vyhovuju vzt'ahom
P =P (4.20b)
PP =35,P (4.20c¢)

Veta 4.3. Podmienka uplnosti systému B (4.17) je ekvivalentna formule
>P=1 (4.21)
kde "1” je jednotkovy operator v priestore V.

Aplikovanim (21) na l'ubovolny ket-vektor dostaneme podmienku tplnosti (19)
tw)=2.Rlw)=2le)(e]v)=2ale) (4.22)
Definujme operator
P=>P (4.23)

i
ieMg

kde mnozina M, obsahuje d indexov, M, = {i1 R Id} Takto definovany operator P, je

projektorom na podpriestor Hy generovany vektormi {|8i>;i € MO} , Hy= Span{|8i>;i € MO}.
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4. prednaska — Diracov formalizmus

Stopa operatora A v baze (4.17) je definovand ako suma diagonalnych maticovych elementov
(pozri (2.16))

Tr(A)= Z‘<8i Ale,) (4.24)

Stopa operatora je invariantnd vzhladom k vyberu systému vektorov (17), méa nasledujucu
hodnotu

T0(R)- S (o o)) - S | 3 [e e -

jeM,

PIPNCIENIC | )=2 2 8,8, =d

i jeMy i jeMy

(4.25)

Veta 4.4. Stopa projekéného operatora sa rovna dimenzii podpriestoru, vzh'adom ku ktorému
je projekény operator definovany
dim(V,)=Tr(R) (4.26)

Nech A je hermitovsky operator, A" = A, vlastny problém tohto operatora ma tvar
) =hlea)  (a=12,..d) (4.27)

kde A; je i-t4 vlastnd hodnota a index o =12,...,d, popisuje multiplicitu (degenerovanost’)

charakteristickej hodnoty A;. Vlastné z (27) su vybrané tak, Ze tvoria ortonormalny systém
(o]0t =8;0 (4.28)

ij~ab
Projek¢ny operdtor na podpriestor indukovany vlastnymi vektormi s vlastnou hodnotou 2;

ma tvar
d;
=2 &) (e
a=l1

pricom Tr(Pi):di, t.j. dimenzia podpriestoru definovaného projektorom P; sa rovna

(4.29)

multiplicite vlastnej hodnoty A; . Projektor P; sa nazyva vlastny projektor priradeny i-tej
vlastnej hodnote A;.
Pomocou projektorov (4.29) vlastny problém (4.27) moze byt prepisany do tvaru
AP =PA=LAP (4.30)
ktory sa nazyva operatorovy vlastny problém.
Predpokladajme, Ze systém vlastnych vektorov {| g a>} operatora A tvori tplny systém,
potom (pozri vetu 4.3)
Z P=1 (4.31)

A= Al_AZP > AP =YP (4.32)

Definicia 4.3. Spektrdalny rozvoj hermitovského operatora A ma tvar
A=>L\PR (4.33a)

alebo v zovSeobecnenom tvare
f (A) = Z f (Xi )R (4.33b)

pricom sa predpoklada, ze funkcia f(2) je definovana pre kazda vlastni hodnotu operatora A.
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4. prednaska — Diracov formalizmus

Predpokladajme, ze funkcia f(2) je analyticka funkcia na nejakej oblasti, potom na tejto
oblasti komplexnych ¢isel moze sa vyjadrit’ pomocou rozvoja

f(z)=c7 (4.34)
n=0
Alternativna formula pre funkciu operatora f(A) ma tvar
f(A)=Yc A" (4.35)
n=0

kde rozvojové koeficienty c, si rovnaké ako v (4.34). Ukdzeme za akych podmienok moze
byt funkcia f(A) definovana (4.34) ekvivalentna s definiciou (4.33). Pre mocniny operatora A"
zo spektralneho rozvoja (4.32) dostaneme

A" =3P (4.36)
Dosadenim tohoto vztahu do (35) dostaneme
f(A)=Z(icnk”jR (1.37)

Tento vyraz je totozny s (33) za predpokladu, Ze vSetky charakteristické hodnoty operatora A
lezia v oblasti analyticnosti funkcie f(z).Tato skutocnost ma vyznam vtedy, ak rozvijame
funkciu operatora do mocninného radu. Tak napriklad, Studujme funkciu operatora

f(A)=(1-A)" (4.38)
ktora zodpoveda funkcii f(2)=(1-2)". Tato funkcia je analyticka len pre |Z<1, potom
f(A)=(1-A) =Y A" (4.39)

plati len vtedy, ak vlastné hodnoty operatora A lezia vo vnitri jednotkovej kruznici, |Ai<1.
Operatorovy rozvoj exponencialy
=YL (4.40)
n=0 nl
plati pre kazdy operator, pretoze funkcia f(2)=€" je analytické pre kazdé z
Pomocou spektralneho rozvoja (4.33b) mézeme pomocou hernitovského operatora H
zostrojit’ unitarny operator U takto

U=é"=>é"R (4.41)
k=1

Z tejto formule bezprostredne vyplyva veta 3.4 pre unitdrny operator, t. j. vlastné hodnoty
lezia na jednotkovej kruznici a vlastné vektory st navzdjom ortonormélne.

‘ Veta 4.5. Pre kazdy unitarny operator U existuje taky hermitovsky operator H , ze U =€" .

Doékaz vety 4.5 je vykonany v priklade 4.3.

Priklady

Priklad 4.1. Dokézte, Ze mnoziny Hg a Hk (4.5a-b) st linearne priestory, priCom trojica H, Hg
a Hk tvori navzajom izomorfné priestory.

Priklad 4.2. Dokazte, Ze bindrna operacia <OL|B> vyhovuje podmienkam skaldrneho stcinu
(1-4) z definicie 2.1.

Priklad 4.3. Dokéazte vetu 4.5.
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5. prednaska

Kvantova mechanika I — stavy kvantového systému, experimenty
s polarizovanymi fotonmi, pozorovatel’na, uplnost’ vlastného
systému pozorovatel’nej, princip superpozicie, meranie

Kvantova mechanika je prezentovana vo forme, ako bola rozvinutd Diracom prostrednictvom
jeho formalizmu zaloZena na kone¢no-rozmernych Hilbertovych priestorov, ktorych tedria
bola prezentovana v predchadzajiucej 4. prednaSke. Fyzikalne principy kvantovej mechaniky
su vyjadrené v koncentrovanej podobe pomocou niekol’kych postulatov (axiom).

5.1 Kvantovy systém a jeho stavy
Kvantovy systétm Q je Specifikovany stavmi, ktoré su reprezentované ket vektormi
z n-rozmerného Hilbertovho priestoru H

|label ) (5.1)

kde ,,label je obvykle reprezentovany retazcom symbolov, ktoré Specifikuju stav systému.

Definicia 5.1. Hovorime, Ze dva vektory |OL> a |B> reprezentuji rovnaky stav kvantového

systému Q vtedy a len vtedy, ak vektory su linearne zavislé, t. j. existuje také komplexné cislo
aeC

o) =alB) (5.2)

Ktomu, aby sme odstranili nejednoznacnost’ (5.2) s reprezentdciou stavov kvantovych
systémov, budeme pozadovat, aby ket vektory, ktoré reprezentuju stavy, boli normalizované

| =1 (a]a)=1 (5.3)

5.1.1 Kvantovo-mechanicka reprezentacia polarizovanych fotonov

Polarizovany stav fotonu bude reprezentovany vektorom vektorom z 2-rozmerného
Hilbertového priestoru. V tomto priestore si mdzeme zvolit niekolko alternativnych
ortonormalnuch baz:

(1) Lavo a pravotociva cirkuldrna polarizécia fotonov

B ={loh o) (540
(2) Vertikdlna a horizontalna polarizécia fotonov

B ={1) |-} (5.4b)
(3) Linearne polarizované fotony s uhlom polarizacie ¢=n/2 resp. ¢=-1/2

57 N) (540

Prechody medzi tymito ortonormalnymi bazami st realizované linedrnymi kombinaciami
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2= (00| 1= (7)) -
N =(0-R)| (2=

_ LM =il N =L 1oy«
©) 12(|> =) | f?<|o> ) -
)= (1N+1))| (=) =g5(0)-1e))

& . . (5.5¢)

Tieto vzt'ahy mézeme vyjadrit’ pomocou transforma¢nych matic

™) ) ) ) |©) |©)
) 1 0 1/\2 /2 /2 /2
|—) 0 1 1/\2 -1/\2 i/\2 -i/N2
|7 /N2 1/V2 1 0 (1+i)/2 | (1-i)/2
Ny | VN2 -1/2 0 1 (1-i)/2 | (1+i)/2
BN o e RN o
[®) 1/\2 i/\2 (1+i)/2 | (-)/2 0 1

Pre nazornost vyjadrime ket vektory pomocou stipcovych vektorov, potom bra vektory musia
byt’ vyjadrené pomocou riadkovych vektorov

@<ﬂ41® (5.6a)
*ﬂ{ﬂ {PF@U
2 -0 [k
MRS 1 (5.6b)
|w:7LJ <\F70—U
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) =%CJ (] =%(1 )
L = : (5.6¢)
O I (S 1O
V tejto reprezentacii tenzorovy sucin |/' O> je interpretovany stipcovym vektorom
1
1(1 1 1] i
|/O>_|/>®|O>_§@®[—ij_5 | (5.7a)

=33 0=3; 7) 57

5.2 Pozorovatel’na

Definicia 5.2. Nech stavy kvantového systému Q su reprezentované vektormi z n-rozmerného
Hilbertovho priestore H. Hovorime, ze linedrny operator O definovany v H Specifikuje
pozorovatel’nu kvantového systému Q vtedy a len vtedy, ked’ je tento operator hermitovsky,
O'=0.

Spektralny rozvoj pozorovatel'nej O ma tvar (4.33)
p
O=> P (5.8)
i=1

kde vlastna hodnota A; vyjadruje i-ti vlastnost’ pozorovatelnej O, P; je hermitovky projekény
operator na podpriestor Hi € H indukovany vlastnymi vektormi, ktoré su pridruzené vlastnej
hodnote 2

|(p>e H, :>O|(p>=ki|(p>.

Definicia 5.3. Hovorime, ze charakteristicky systém pozorovatel'nej O je #plny vtedy a len
vtedy, ak

Y R =1 (5.9)

p
k=1

Podmienka uplnosti charakteristického systému pozorovatelnej O umoziuje formulovat
princip superpozicie.

Definicia 5.4. Hovorime, Ze plati princip superpozicie vtedy a len vtedy. ak kazdy stav |w>

systétmu Q moZeme vyjadrit' ako linedrnu kombindciu charakteristickych funkcii nejakej
pozorovatel'nej O
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|W>=1'|W>=( : lew>=§a,-|<p,-> (5.10)

Pri definicii principu superpozicie sme vyuZzili podmienku uplnosti (5.9) charakteristického
systému pozorovatelnej O, ktort mdzeme prepisat’ do ekvivalentného tvaru, ak kazdy
projektor P; vyjadrime pomocou dyadickych produktov charakteristickych vektorov
pozorovatel'nej O

K , , p Pk , , n
R= Z_l‘@(jl)><@(jl) ‘ = ; R= ;Z_l‘@(;)><(9(jl) ‘ =;|(Pk><(9k =1 (.11
kde na pravej strane J(_5 11) sme Vhodn_}'/m prei_ndjc;xovanim pouzi_li ortonormalnu bazu fukei,
ktoré vznikla z charakteristickych funkcii ‘(p(ji)> .

Ak kvantovy systém Q je vstave popisanom normalizovanym vektorom |\|/> , kde
||| \|I>|| =1= <\p||\|f> =1, potom strednd hodnota pozorovatelnej Oje uréend maticovym
elementom <O> = <\V|O|\|/> . Ak stav |\|/> je vyjadreny pomocou superpozicie (5.10)
charakteristickych funkcii pozorovatel'nej O, potom stredna hodnota <O> ma tvar

<O>:Z aa, <‘Pi|o|@j>:;|ai|2 A (5.12)

i,j=1
kde Ai je charakteristickd hodnota pozorovatelnej O. V pripade, Ze stav |\|/> = | (pi> (hovorime,
ze je Cisty, v opacnom pripade, ak stav |w> je urceny linearnou kombinaciou viacerych stavov,

hovorime, Ze je zmieSany) .

5.2.1 Ilustra¢ny priklad uplnosti a principu superpozicie
Nech unitarny priestor H obsahuje bazu 4 ortonorméalnych vektorov

B={/0).[1)2)13)}

a nech v tejto bazy pozorovatel'na O je reprezentovana maticou

0 0 -2 0
0O 0 0 2i
o= .
2t 0 0 0
0 -2 0 O
Charakteristické hodnoty pozorovatel'nej O uréime pomocou sekularnej rovnice
-~ 0 -2 0
0O -~ 0 2i ) 2
|0-2E|=| =0= (1 -4) =0
2t 0 -2 O

0 -2 0 -—A
Této algebraicka rovnica ma dva reélne korene
n=2 (k=2)

7"1 =-2 (kz 2)
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Charakterické vektory priradené tymto hodnotdm s urcené rieSenim homogénneho systému
rovnic

(O-AE)c=0

Ak A=A, potom tento homogénny systém ma tvar
C
0 -2 0 2|gc
C,

0 -2t 0 -=2)\c,
Ak prepiSeme tuto maticou rovnicu do zlozkového tvaru a vynechame linedrne zavislé
rovnice, potom dostaneme

C +ic, =0
c,—ic,=0
Riesenie tychto rovnic dostaneme ma tvar 2-parametrického systému

\Y; 0 1

1 0

Podobnym sposobom ziskame aj charakteristické vektory priradené charakteristickej hodnote
A2, vysledky st zhrnuté v tabulke

charakteristické charakteristické vektory
hodnoty
1 . 1,
o) =5(10)+i[2) = =(1.0..0)
7»1 =2 @) 1 ] 1 AT
)= () -i[3) - (010-0)
1 . 1 .
o) =5(0)-112) = =(10,-1.0)
h,=-2 ) 1 . 1 T
)= +i9) - 0100

Spektralny rozvoj pozorovatelnej O ma tvar
0=2(|o!")("|+|o!") (o

alebo v maticovej reprezentdcii

- -

ot} (o)

J+ (2

of”) (ol

)

5 (verzia 13. 7. 2005)



5. prednaska - kvantova mechanika I

2 0 -i/2 0 2 0 i/2 0
0 12 0 i 0 12 0 -i/2
=22 0 12 0 +(22) /2 0 12 0

0o -i/2 0 12 0o i/2 0 1/2
R P
Lahko sa presved¢ime, ze suma tychto projekénych operatorov — matic je jednotkova matica
P+P=E

5.2.2 Tlustrac¢ny priklad Pauliho spinovych matic
Pauliho spinové matice maju tvar

A R R

st prikladom pozorovatelnych, ktoré sa casto vyuZzivaji v kvantovom pocitani. Ich
charakteristické systémy su Specifikované v tabulke

Pauliho matice| Charakteristické hodnoty/vektory

01:(0 1} +1 %(|0>+|1>):%@
1 L(M_M»ZLCJ

2
ooy | | o=
i

=0 .1 } |1>:®

Tak napriklad spektralny rozklad matice o; mé tvar

o o L B0 030 o)
(Ol (-

Podla tejto definicie, stav z predchadzajiceho prikladu |y (1)) =1/v/2(]00)~|11)), systému

Q, ktory obsahuje ako podsystémy Q; a Q,, je entaglovany; nem6zZeme ho vyjadrit’ pomocou
tenzorového sucinu dvoch stavov, ktoré Specifikuji 1-qubitové systémy Q; a Q».
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5.3 Heisenbergov princip neurditosti
Nech kvantovy systém Q obsahuje dve pozorovatelné A a B, ktoré medzi sebou nekomutuju,

[AB] #0, zavedieme dva nové operatory
AA=A-(A), AB=B-(B)

Veta 5.1. Pre pozorovatelné A a B, ktoré spolu nekomutuju, AB—BA=[A,B]= 0, neurcitosti

(AA) = <\|1|(AA)2|\|/> a (AB) =\/<\|1|(AB)2|\|/> spliajti nerovnost’

(am)(aB) = - (w[[AB] |v) (5.13)

Ako dosledok tejto vety naformulujeme podmienky, kedy pozorovatelné A a B st sucasne
presne meratelné.

Veta 5.2. Pre pozorovateI'né A a B mozeme sucastne presne merat’ pre <AA> = <AB> =0 vtedy
a len vtedy, ak pozorovatelné spolu komutuju, AB—BA=[A,B]=0.

Doékaz vety 5.1 je zaloZzeny na Schwartzovej nerovnosti (2.4). Pocitajme veli¢inu
(AA)"(AB)" = (v[(AA) [v){w|(2B) | v)
= <AA\|/ | AA\V><AB\V | AB\y>
= |AAy[ [ABy[ (5.14)
> <AA\|/ | AB\V>2
= (re(AA\y| AB\V>)2 + (im<AA\y| AB\y>)2
kde nerovnost’ sme dostali pouzitim Schwartzovej nerovnosti. Pre redlnu a imaginarnu Cast’

maticového elementu <AA\|/|AB\|/> dostaneme

re(AAy|ABy) = %((AB+ BA)-2(A)(B))

im(AAy|ABy) = %<[A, B])

Dosadenim tychto vyrazov do (5.14) ziskame heisemberovu relaciu neurcitosti (5.13).
Doékaz vety 5.2 pre nutnu a dostatonii podmienku k sucasnej presnej meratelnosti

pozorovatelnych AaB je jednoduchy. Z podmienky <AA> = <AB> =0 priamo plynie
podmienka vzdjomnej komutovatelnosti pozorovatelnych A a B, [A, B] =0. Predpokladajme

teraz, Ze pozorovatelné A a B vzajomne komutuji, potom tieto pozorovatelné maju spolo¢né
vlastné vektory. Nech |\|/> je vlastny vektor pozorovatel'nych, potom

(88) = (w|(A8)'[w) = [{(A=Cw  Alv))w](A= (v [ Alw)v)
= {(x=2Lw[w))w| (=2 (w]w))w) =0

kde A| w> = k|w> . Podobnym sposobom dokazeme aj <AB> =0, ¢im sme dokoncili dokaz

vety 5.2.
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5.4 Meranie

Nech kvantovy systém Q spozorovatelnou Osa nachadza v stave ¥/, ktory pomocou
predpokladu Uplnosti charakteristického systému O a principu superpozicie moézeme vyjadrit’
ako linearnu kombinéciu

v)=2ale) (2.15)
i=1
kde O|(pi> =X, |(pi> , pre i=1,2,...,n.

Definicia 5.5. Hovorime, Ze meranie kvantového systému Q v stave |w> produkuje
charakteristicki hodnotu A; s pravdepodobnost'ou |a,.|2 vtedy a len vtedy, ak
Plw)

— L _=|¢) (2.16)
(w|R|w)

Ak plati (2.13), potom pravdepodobnost’ a,.|2 nameranie  charakteristickej hodnoty A;

moZzeme alternativne vyjadrit’ takto
2
&l =(v[Rlw) (2.17)
Parafrazujiic Diraca [xx] mézeme povedat, ze meranie vzdy zapriCiiuje skok kvantového
systému na charakteristicky stav pozorovatel'nej O, ktord je merana. Ak kvantovy systém Q je
v stave |\|I> , potom meranie moze byt’ schematicky reprezentované takto

g : i P||\V> druhé i P.|\If>
— P prve meranie N ruhé meranie
Jv)=3-Rw)

prob=(y|P|y) (w|R|w) prob=1 . Jlw[P|v)

5.4.1 Ilustrac¢ny priklad merania
Pouzijeme pozorovatelnu O zkapitoly 2.2.1. Nech stav kvantového systému Q
s pozorovatel'nou O je Specifikovany vektorom

) =3 (210) +21]1)=[3) =5 (2.20.0-1)

Potom meranie vzhl'adom ku kvantovému systému Q vzhl'adom ku pozorovatelnej O je
sumarizované v tejto tabul’ke

j prob= <\|I| P | \|I> charakteristicka hodnota 2; | vysledny stav P, |\|l> / A /<\|f| P |\|/>

0 5/18 ) (1/10)(2]0) +i[1)+2i[2) +]3))

1 13/18 2 (1/26)(2]0) +3i[1)-2i[2)-3[3))

5.4.2 Tlustrac¢ny priklad merania
Nech unitarny priestor obsahuje ortonormalnu bazu
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B={0)J1) .|n-1)}

a nech pozorovatel'nd O je definovana ako projektor
O =(0)(0]
Charackteriticky systém tohto operatora je Specifikovany tabulkou

o ortonormalne
charakteristické hodnoty charakteristické vektory
A, =1 DALY,
20)=[e.)
- 22)=Jo.)
2n-1)=|e,)

Potom l'ubovol'ny stav |y) mdze byt’ vyjadreny takto

IWFﬂ;aMO
kde
Ylal =1
i=1

Ak je kvantovy systém Q merany vzhl'adom k pozorovatel'nej O, potom vysledky merania st
uvedené v tabulke

j | prob=(y|P|y) | charakteristicka hodnota?; | vysledny stav PJ.|\|1>/ (y|P|w)
1 |a1 +1 |(p1>

2 Sl ; S.alo)/Slaf

|2

5.4.3 Ilustrac¢ny priklad merania polarizovanych foténov

Fotony st jediné elementdrne cCastice, ktoré moézeme priamo pozorovat. Nasledujice
experimenty su jednoducho uskutoc¢nitelné pomocou optickej lavice, laserovho zdroja svetla a
polarizacnych filtrov. Pomocou tychto “foténovych” experimentov ukaZzeme zakladné
kvantovo-mechanické vlastnosti, ktoré si potrebné pre pochopenia zdkladnych principov
kvantového pocitania.

Diagram (A) znazorfuje experiment v ktorom 1lu¢ svetla nechame prechadzat
svetelnym filtrom s horizontdlnou polarizaciou. Predpokladdme, Ze svetlo je ndhodne
polarizované, vystupnd intenzita svetla horizontdlne polarizovaného je polovicna vzhl'adom k
intenzite dopadajuceho svetla. Funkcia filtru nemoéze byt vysvetlend ako ,sito, ktoré
prepusta len fotony horizontalne polarizované. Prepusta ak fotony, ktoré nie st horizontélne
polarizované, z tychto fotonov vytvara nové fotony, ktoré uz maji horizontélnu polarizéciu.
Diagram (B) zndzornuje situdciu z predoSlého diagramu, ked’ za filter A vlozime eSte d’alsi
filter C, ktory mé vertikalnu polarizaciu. V tomto pripade, ziadny horizontalne polarizovany
foton uz neprejde filtrom C, to znamend, ze za tymto filtrom uz mame nulovu intenzitu svetla.
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V tomto pripade, uZ mdézeme pouzit' analdogiu so sitom, ktoré neprepuSta horizontalne
polarizované¢ fotony.  Kone¢ne, diagram (C) znazoriiuje situdciu z predchddzajiceho
diagramu, ked’ za filter B dame esSte d’alsi filter C s vertikdlnou polarizaciou. V tomto pripade
nastdva situdcia, ktord je v protiklade snasim intuitivnym ocakdvanim. Podla naSich
Hntuitivnych* skusenosti, vloZenie dalSieho filtra méze mat za dosledok len znizenie
intenzity prechadzajiiceho svetla.

D o T

(A) ®)

A B C
_./[

©

Obrazok 5.1. Na jednotlivych diagramoch je znazorneny i€ svetla, ktory je premietany na projekénti dosku.
Polariza¢né filtre A, B a C prepstaju svetlo polarizované horizontalne, 45° resp. vertikalne. Tieto filter st
vkladané do drahy svetelného luca.

Diagram A mdzZe byt prepisany do tvaru merania, kde vstupny foton ma cirkularnu
polarizaciu, prechddza filtrom s horizontalnou polarizdciou s pravdepodobnostou 2. Tuto
skutoCnost’ interpretujeme ako proces merania vzhl'adom k vektorom s horizontalnou
polarizaciou. Musime poznamenat, Ze po procesu merania (po prechode polarizacnym
filtrom) vystupné fotony s pravdepodobnostou 2 nemaju vertikalnu polarizéciu.

=

prob = |af

alt)+ Bl —(

Diagram B vznikol z diagramu A tak, Ze na zaver je pridany dalsi filter s vertikdlnou
polarizaciou, to znamena, Ze vykondvame d’alSie meranie vzhladom k charakteristickému

stavu |T> fotonu s vertikalnou polarizaciou. PretoZze predchadzajice meranie vyprodukovalo

foton v Cistom charakteristickom stave s horizontdlnou polarizaciou, na zaver druhého
merania s jednotkovou pravdepodobnostou nevzniké Ziadny stav.

alt)+ Bl — % —>\—>>(]ﬂmﬂmmb—ww

Konec¢ne, diagram B je rozSireny o tretie meranie, ktoré je zaradené medzi prvé a druhé
meranie, pre prehl'adnost’ uvedieme vSetky tri merania:
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meranie — ndhodne vygenerovany fotén je podrobeny meraniu vzhl'adom
k charakteristickému stavu |—>> s horizontalnou polarizéaciou,

meranie — fotdn s horizontalnou polarizaciou |—>> , vyprodukovany prvym meranim,
je podrobeny meraniu vzhl'adom k charakteristickému stavu |/' > ,
meranie — foton v stave |/' > je podrobeny meraniu vzhl'adom k charakteristickému

vektoru | T>

@ 1)+ 1) — ) ==k (12 + %) —

— (= D-g (D) — (=1t
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6. prednaska

Kvantova mechanika II — ¢asovy vyvoj kvantovych systémov,
entaglované kvantové stavy

6.1 Casovy vyvoj kvantovych systémov

Definicia 6.1. Hovorime, ze v Case ¢ kvantovy systém O je popisany stavom |\|f(t)> vtedy

a len vtedy, ak jeho ¢asovy vyvoj je popisany Schroedingerovou rovnicou
e,
i—|w(0)=H|v(1) ©6.1)

operator H je pozorovatel'na nazyvand hamiltonidn systém Q.

Pre jednoduchost’ budeme predpoklad, Ze Studovany kvantovy systém Q je uzavrety, t. ].
hamiltonidn H nezévisi explicitne na Case
OH 0

—= (6.2)
ot
Schroedingerovu rovnicu (6.1) mézeme pomocou unitarneho vlnového operdtora
[w(0)=U(0)]w(0)) (63)
prepisat’ do integralneho tvaru
Ly
U(r)=e (6.4)

Lahko sa presved¢ime, ze takto Specifikovany vinovy operator vyhovuje Schroedingerove;j
rovnici (6.1). Unitarnost’ operatora (6.4) priamo plynie z predpokladu, ze H je hermitovsky
operator.

Nech |\V1> a |\V2> su dva stavy kvantového systému O, budeme pozadovat, aby tieto

stavy boli navzdjom spriahnuté pomocou unitarneho operatora

[wi)=Ulw,). alebo [y,) =U"|v,) (65)
Tento predpoklad ma zasadni dblezitost’ v teorii kvantového pocitania, kazda elementarna
operacia pri implementacii kvantového pocitania musi byt realizovand pomocou unitarneho
operatora. Pretoze unitdrny operator musi byt 1-1-znacny, tieto elementdrne operacie st
vratné — mikroreverzibilne.

Budeme pocitat’ ¢asovu derivaciu strednej hodnoty <O> = <\|/| O| w>
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d d 0 0 0
2(0) =<1 wl0l) =2 v|olw)+ (vl Z0lw+(wlo| Sv)

_[_L 9 4
_< hH\p‘O|w>+<w|atO|w>+<w|O‘ hH\y> (6.6)

dO
(wl=lv)

~ (v 4r10-011)+ £ Jv)

do

dt
Tento vysledok mozeme formalne =zapisat pomocou pojmu ,fotilna derivicia
pozorovatel’nej*

d—0=8—0+i[H,0] (6.7)
dt ot h
kde [A,B]:AB —BA je komutdtor operatorov A a B. Ztejto formuly vyplyva dolezita

vlastnost’, strednd pozorovatrel'nej O ma nenulovu ¢asova derivacie (t. j.) nie je konStantnd
v Case z dvoch dovodov, bud’ explicitne zavisi na ¢ase (napr. pritomnost'ou externého ¢asovo
premenného pola), alebo, aj ked’ nezavisi explicitne na case, nekomutuje s hamiltonidnom
systému. Tento druhy dévod je pre interpretdciu kvantovej mechaniky o mnoho zaujimave;jsi,
k tomu, aby strednd hodnota pozorovatelnej bola konStatnd v Case, nesmie samotna
pozorovatelnd O sGCasne explicitne zavisiet na case ataktieZz musi komutovat
s hamiltonidnom systému.

6.2 Entaglované kvantové stavy
Nech Q) a O, su nezavislé kvantové systémy, ktoré boli pripravené v stavoch |W1> €eH, a

|w2>eH2, ktoré st spojené do jedného kvantového systému Q. Stav |w>eH globélneho
kvantového systému Q je Specifikovany pomocou tenzorového sucinu stavov |\p1>eH1 a
|W2>€H2

lv)=|y)®|y,)e H=H ®H,

6.2.1 Tvorba entaglovaného kvantového stavu
Nech Qi, Os, ..., O, su nezavislé kvantové systémy, ktorych stavy su popisané¢ vektormi
z unitarnych priestorov

H, =span{ Tn>,|—>n>}

V kazdom tomto unitdrnom priestore vytvorime qubit

7)==+l
7= (1) +1)
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7= (1)

Nech Q je globadlny kvantovy systém, ktorého stav (nazyvany n-qubitovy register) je
$pecifikovany pomocou tenzorového sucinu stavov z jednotlivych podsystémov

|w>:%(m+|%l>)®%(|¢2>+|%>)®...®%( A=)
™ ...Tn>+|T1T2 ...—>n>+...+|—>1—>2 —>>)

=
V2
ktory patri do unitarneho priestoru H = H, ® H, ®...® H . V teorii kvantového pocitanie sa
tento vysledok Casto prepisuje pomocou bindrnych premennych 0 a 1

! 0,)+

vy =5 (10 +]1) @5 (10.) +[1)8 -8

L))

1
:W( 0,0,...0,)+[0,0,...1, ) +...+[11,...1,))

1 2" -1

- )
N
kde celogiselna premennd x je uréena interpretaciu binarneho retazca (b,b,...b,)
x=b +2b  +2°b ,+..+2""'b,

To znamend, ze n-qubitovy register obsahuje superpoziciu vSetkych celych cisel od 0 do
2n-1, toto je priklad kvantového masivneho paralelizmu. Téato vlastnost ma vSak aj jednu
neprijemna vlastnost, ak nad n-qubitovym registrom vykondme meranie, potom tento
paralelizmus zmizne a zostane len jeden stav z mnoziny {0,1,2,...,2"-1}. Pravdepodobnost’
pozorovania jedného stavu je (Y2)" . Vyber celého Cisla, ktoré je pozorované nie je robeny
pozorovatelom, ale kvantovym systémom, ¢o podstatne komplikuje implementaciu
algoritmov kvantového pocitania.

6.2.2 Dynamika 2-qubitového registra
Podl'a postupu z predchadzajicej kapitoly 2.5.1 vytvorime 4 stact 2-qubitového registra
1 0

o) =lo0)=( Je( ) ~[ |- 1D =Ion={,
0

vl ()

Predpokladajme, ze pociato¢ny stav |\|/> , 1asho 2-qubitoveho registra ma tvar

t=

[S—

N—
X

VR

—_ O

Ne—
I

S O =

b

S = O O
- o O O
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v} =5 10)-10)810) ==(100)10) = =) -[2) |
0
Taktiez predpokladajme, ze kvantovy systém je popisany hamiltonidnom, ktory v baze
{| 00>,| Ol>,|10>,|ll>} = {|0>|l>|2>|3>} ma maticovu reprezentaciu
00 0 O
nh|0 0 0 O
2000 1 -1

0 0 -1 1

Potom unitarny vlnovy operator ma tvar

1 0 0 O
Unor (L0)= " =| 0 |=[0)ol )11+ [2) 2]+ 3)3

0 01 O

Potom
1 0 0 O 1 1
01 00 0 0

) =U00NwO)=| o o o Il m T o [F700-1)

0 01 O0 0 -1

To znamena, Ze z po&iatocného stavu |y)  =1//2(|0)~[1))®|0) =1/v/2(|00)~|10)), ktory
bol Specifikovany pomocou tenzorového stcinu dvoch 1-qubitovych stavov, sme aplikovanim
unitarneho evolu¢ného operatora dostali novy stav |\|1(1)> = 1/ 2 (|00> —|11>) , ktory sa neda

Specifikovat’ pomocou tenzorového sucinu dvoch elementarnych stavov. Téato skutocnost
moze byt alternativne vyjadrend tak, ze Casovou evoluciou povodne separované dva qubity
stratili svoju identitu, meranie jedného qubitu ovplyviuje identitu druhého qubitu

1)

prob =1/2

meranie 1-vého
qubitu

A1)

[+

Této skuto¢nost’ je neobycajného charakteru a nemé obdobu v naSom ,.klasickom svete*.

6.2.3 Definicia entaglovanych stavov

Definicia 6.2. Nech O, 0, ..., O, su kvantové systému, ktorych stavy st charakterizované
vektormi z unitarnych priestorov Hy, Ha, ..., H, . Globalny kvantovy systém Q, ktory obsahuje
ako podsystémy Qi, O, ..., O, sa nazyva entaglovany vtedy alen vtedy, ak jeho stav

|v)e H=@®' H, nemdze byt pisany v tvare

4 (verzia 7/13/2005)



6. prednaska — kvantova mechanika II

) =®.[w) (6:8)
kde Vi (| U} ,-> eH, ) . Taktiez m6zeme povedat, Ze stav |w> je entaglovany.

Podla tejto definicie, stav z predchadzajiceho prikladu |y (1))=1/2(]00)~[11)), systému

O, ktory obsahuje ako podsystémy Q) a O,, je entaglovany; nemdzeme ho vyjadrit’ pomocou
tenzorového sucinu dvoch stavov, ktoré Specifikuji 1-qubitové systémy Q) a Q> .

6.3 Uplny stubor komutujucich pozorovatenych
Urcity formalny problém pri merani méze vzniknit' s vhodnou interpretaciou takych stavov
kvantového systému, ktoré si degenerovang, t. j. su priradené viacnasobnej vlastnej hodnote.

Predpokladajme, ze v kvantovom systéme ( mame p pozorovatelnych O:{Ol,Oz,...,Op},
ktoré su po dvojiciach komutujice, 0,0, =0,0,, pre i# j. Systém vlastnych hodndt
pozorovatelnej O; nech je oznaceny {xﬁ” <ng) <...<7»S;)}, kde kazda vlastnd hodnota je
uvedend prave raz. Potom kazdy stav kvantového systému Q moZe byt popisany pomocou

vlastnych hodnét mnoziny pozorovatelnych O, ‘Kfll),Kfzz),...,Kfp )>, alebo pre jednoduchost’

»
zl,zl,...,lp>= 1>, kde t=(zl,zl,.--,l,,) Je p-

tica celych Cisel. Hovorime, ze mnozina pozorovatelnych O={Ol,02,...,0p} tvori uplny

uvedieme len poradie prisluSnej vlastnej hodnoty,

systéem vtedy alen vtedy, ak kazdy kvantovy stav systému Q je jednoznacne Specifikovany
vlastnymi hodnotami systému O , t. j. nevyskytuju sa také dva rozne stavy systému, ktoré vy

boli $pecifikované rovnakou p-ticou indexov i = (z'l,il,...,z' , ) .

Definicia 6.3. V kazdom kvantovom systéme Q existuje uplny subor navzdjom

komutujucich pozorovatel’nych (’)={Ol,02,...,0 }, ktorych vlastné¢ stavy jednoznacne

P

Specifikuji stavy systému Q.

Z tejto definicie vyplyva, Zze ak nejaké dva stavy st degenerované, potom tieto stavy mdézu
byt’ rozlisené pomocou vlastnych hodnét existujuceho tplného stiboru pozorovatelnych.

Pre ilustraciu pojmu Uplného systému pozorovatelnych ajeho pouzitia pre
jednoznanéni Specifikdciu stavov systému, uvazujme atém vodika, ktorého stavy su
jednoducho plne Specifikované pomocou trojice operatorov, ktoré pochadzaju z hamiltonianu
systému separovaného vo sférickych stradniciach na (1) radidlna Cast, (2) angularna cast’ a
(3) xxxx Cast. Z teorie rieSenia Schroedingerovej rovnice vyplyva, ze stavy systémov st plne
Specifikované ako n,l,m>, kde n > 1 je hlavné kvantové ¢islo, / = 0, 1, ..., n-1 je vedlajsie

kvantové cislo, am = 0, £1, ..., £/ je magnetické¢ kvantové Cislo. Klasifikdcia prvych dvoch
stavov (degenerovanych s n = 1 a n = 2) je ukdzana na obrazku.
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hlavné kvantove cislon=1, 2,...

vedlajsie kvantové cislo 1= 0, 1, 2,..., n-1

magnetické kvantové cislo m= 0,1, ..., £/

Specifikacia stavov kvantového systéemu atomu vodika
pomocou viastnych stavov troch pozorovatelnych

<01
SA-1T

= o
uo uo
= =
N N

1s 2s
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7. prednaska

Kvantové pcitanie I — reverzibilné brany, Toffoliho brana
a Fredkinova brany,

Budeme S$tudovat elementdrne zariadenia na kvantové pocitanie, ktoré su zaloZené na
predpoklade, ze uskuto¢niuje unitarnu transformaciu U, ktora sa rovna sucinu elementarnych
unitarnych transformacii
uv=UU,,.UU,

Kazda elementarna transformécia U; je priradena nejakému kroku elementarneho zariadenia
na kvantové pocitanie. To znamend, ze toto klasické vypoctové zariadenia sa budeme snazit’
naformulovat’ pomocou unitdrnych transformdcii. Pretoze unitarne transformacie su
invertibilné (pre unitarnu transformaciu plati U* =U""), potom mdzeme povedat, Ze len také
klasické vypoctové zariadenia mézu byt formalne diskutované ako kvantové vypoctové
zariadenia, ktoré st reverzibilné. Ak nejaké klasické vypocltové zariadenia je a-priori
ireverzibilné, potom nemoze byt interpretované ako nejakd forma kvantového vypoctového
zariadenia. Len reverzibilné klasické vypoctové zariadenia ma Sancu byt implementované na
kvantovej trovni. V nasledujlicej Casti tejto kapitoly budeme postupne sStudovat’ klasické
vypoctové zariadenia, ktoré st implementované pomocou Boolovych funkcii (ich konkretné
realizdcia ako vypoctovych bran modzete byt uskuto¢nend pomocou niekolkych
elementarnych bran pre logické spojky AND, OR a NOT), v nasledujucej casti budeme
diskutovat’ reverzibiln¢ verzie tychto klasickych zariadeni. V konec€nej tretej Casti kapitoly
budeme diskutovat’ kvantové brany, ktoré su implementované pomocou unitarnych
operatorov a pdsobia na stavové vektory kvantového systému.

7.1 Klasické vypoctové zariadenie

Uvazujeme klasické vypoctové zariadenie, ktoré je formalne interpretované ako zobrazenie
n:{0,1}" —>{0,1}" (7.1)

ktoré zobrazuje binarny retazec x e {0,1}" dizky n na binarny retazec y e {O,l}m dizky m,

pozri obr. 7.1

X > >V

Xy — > )2

) RN
x yﬂ
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Obriazok 7.1. Graficka interpretacia klasického vypoctového zariadenia, ktoré chapeme ako Boolovu funkciu
(3.1), ktord priradi # bindrnym premennym x,,Xx,,...,x, n bindrnych argumentov y,,y,,....»,, -

Boolova algebra poskytuje formalne prostriedky k simulacii 'ubovolnej Boolovej funkcie
typu (3.1) pomocou DNF tvaru

F(x.%.0x,)= \/ fe.€,.e)AX! AXE ALAXY (7.2a)
ee{O,l}”
kde
, =1
X' = 5 (a=1) (7.2b)
X (&=0)

x; je literal i-tej premennej x,. Na pravej strane (3.2a) s aktivne len jednotkové funkéné
hodnoty f(e.e,,...e,)=1, €Eleny snulovymi funkénymi hodnotami, f(e,e,,....e,)=0,
mozu byt ignorované ako nepodstatné. To znamend, Zze pri konStrukcii Boolovej funkcie
pomocou (7.2a) zprislusnej tabulky funkénych hodnot berieme pouzivame len riadky
s jednotkovou funkénou hodnotou (o moéze byt vyhodné vtedy, ak dand Boolova funkcia

obsahuje len niekol’ko jednotkovych funkénych hodndt, vo vicsSine pripadov ma nulové
funk¢éné hodnoty).

7.2 Reverzibilne klasické vypocty

Hlavnym nedostatkom Boolovej funkcie zostrojenej v predchadzajiicej kapitole 3.1 je, Ze nie
je reverzibilna, t. j. z jej funkénych hodndt nie sme schopny jednoznacne priradit’ argumenty,
pozri obr. 7.2. Podmienka reverzibilita danej funkcie je vel'mi dolezitd pre jej implementaciu
v prostredi kvantovej tedrie, ktord pozaduje, aby dand funkcia bola realizovand pomocou
unitarneho operatora, ktory je automaticky invertibilny. Tento pomerne tvrdi poziadavku
zoslabime tak, Ze kazda funkcia, ktora sa pouZzije vo vypocte je invertibilna.

{0,1}°

(00 (0.1
(0,1) ~ (0)
(1,0)~ (1)

(L1~
—
Obrazok 7.2. Znazornenie Boolovej funkcie AND ako zobrazenia f : {0,1}2 - {0,1}1 , k tomuto zobrazeniu

neexistuje inverzné zobrazenie, t. .j. funcia AND nie je reverzibilna.

7.2.1 Reverzibilnel-bitové brany
Tieto najjednoduchsie brany s uréené transformaciou w:{0,1} — {0,1}, pozri obr. 7.3.

_,_M_,_

Obrazok 7.3. Graficka reprezentacia 1-bitovej reverzibilnej brany.
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Existuju dve reverzibilne 1-bitové brany, brana identity / abrana negicie N, ktoré su
zndzornené pomocou tabulky

x | Identita (I) | Negacia (N)
0 1
1 1 0

7.2.2 Rreverzibilne 2-bitové brany

Tieto brény st uréené transforméaciou 7:{0,1}> = {0,1}", pozri obr. 7.4.

Xi—> ] M — )

X, —— ——),

Obrazok 7.4.

2-bitovu branu mézeme Specifikovat’ pomocou tabul’ky

# | argumenty M, M, M4

1 0 0 0 0 0 0 1 1

2 0 1 0 1 1 0 |- 1 0

3 1 0 1 0 0 1 0 1

4 1 1 1 1 1 1 0 0
P=I P=(1,2) P=(1,4)(2,3)

Z tejto tabulky vyplyva, Ze existuje 4!=24 réznych 2-bitovych reverzibilnych bran, ktoré su
jednoznaéne uréené permuticiou 4 objektov Specifikujicich dvojicu funkénych hodnét danej
brény.

Z binarnych Boolovych funkcii mdzeme vyjadrit pomocou reverzibilnych bran
logickt spojku XOR

M, . :(x,y) - (x,x@ y) (7.3)

V tabulke su uvedené jednoduché ilustra¢né priklady 2-bitovych bran, ktoré su priradené
logickym spojkdm AND, OR a IMP

# @) | (5 fror (x.2))
11](0,0) (0,0)
21 (0,1) (0,1)
31(1,0) (1,1)
41 (1,1) (1,0)

Grafickd interpretacia tohto reverzibilneho obvodu je zndzornena na obr. 7.5. Alternativny
nazor tohto 2-bitovej brany je brana riadenej negéacie (Cyor), hodnota prvej premennej x
Specifikuje, ¢i druhd premenna y bude negovana (pre x = 1) alebo nebude negovana (pre x =
0).
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y y'=x®y
Obrazok 7.5.

Kazda reverzibilna 2-bitova brana moze byt kompletne popisand pomocou permutacie
vstupnych binarnych dvojic na vystupné binarne dvojice. Tak napriklad, 2-bitova brana Cyor
je charakterizovand permutaciou (pozri vyssie uvedentl tabulku) P = (3,4). Pre ilustraciu
tohto pristupu uvazujme permuticie P = (1,2)(3,4), tabulka vstupnych a vystupnych
binarnych dvojic pre tuto permutaciu ma tvar

# | () (x.y")
1 [(0,0) (0,1)
21(0,1) (0,0)
3] (1,0) (1,1)
41,1 (1,0)

kde treti stipec sme zostrojili z druhého stipca ta, Ze sme prehodili prvy - druhy a treti — tvrty
riadky. Vystupné premenné su ohodnotené¢ Boolovymi funkciami, ktoré st zostrojené
Standardnym postupom

X'=xXy+xy=x

V'=Xy+xy=y
To znamenad, Ze tanto reverzibilna 2-bitova brana na prvom vystupe ma vstupni premennti x
a na druhom vystupe negovanmi premennd y , pozri obr. 7.6.

Xx—eo—Xx'=x

y——e——y'=y
Obrazok 7.6.

Branu Cyor mézeme medzi sebou kombinovat roznymi spdsobmi. Napriklad opakované
prepojenie tejto brany dava identitu, pozri obr. 7.7.

X
X x'"=x

!

y >———"=y

Obrazok 7.7. Medzi vysledok je S$pecifikovany x'=x,y'=x@y, potom pre konetné vysledky plati

x"=x,y"=x®(x®y). Pretoze operdcia XOR je asociativna, formulu pre y* mézeme zjednodusit,
V'=x®(x®y)=(xOx)®y=y.
%/_/

0
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Obrazok 7.8. Trojnasobné pouzitie brany Cyor, ktoré vedie k ,.transpozicii“ binarneho vystupu.

Trojnasobné pouzitie brany Cyor zndzornené na obr. 7.8 vedie k transpozicii vstupnych
bindrnych argumentov ako vystupnych binarnych premennych. Dokaz tejto vlastnosti je
pomerne jednoduchy, postupne (pomocou troch krokov) budeme pocitat’ bindrne veliiny

(X’,y’), (X”,y") a (xm,ym):

1. krok: X'=x,y'=x®@y
2. krok: X'=y'=x®y, y'=y@®x=(x®y)®x=y
3. krok: X"=)"®x"=y®(x®y)=x, Y'=)"=y

7.2.3 Reverzibilne 3-hitové brany

Konstrukcia 3-bitovych reverzibilnych bran 71:{0,1}3 - {0,1}3, bola navrhnutd Toffolim
a Fredkinom. Ich postup vysvetlime pomocou jednoduchého ilustracného prikladu funkcie
AND, ktord je Specifikovana na obr. 7.1. Tato funkcia f,,, :{0,1}2 - {0,1} je v explicitnom

tvare uréend formulou f,.,(x,.x,)=y, kde x,,x, su binirne argumenty — premenné ay je
funkéna hodnota. Definujme funkciu £, :{0,1}3 —>{0,1}3, ako rozsireniu povodnej funkcie
S takto

f(xl,xz,z):(xl,xz,z@f(xl,xz)) (3.3)

kde symbol @ reprezentuje binarnu operaciu XOR (eXclusive OR). Tento pristup mdzeme
pomocou dvoch tabuliek vyjadrit’ takto

X1 X2 z # X1 X2 |z @fAND(xl ,Xz) #
0 0 01]0 0 0 0 0
0 1 0] 2 0 1 0 2
1 0 0] 4 1 0 0 4
1 1 0 6 1 1 1 7
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 1 3 0 1 1 3
1 0 1 5 1 0 1 5
1 1 1 7 1 1 0 6

Lavéa tabulka rozsirenie dvoch argumentov x; a x, o dalsi treti pomocny argument z, ktory
Hriadi” vysledky uvedené v pravej tabulke pomocou binarnej operacie XOR. Ak pomocny
argument z = 0 (z = 1), potom v trefom stipci pravej tabulky s uvedené vysledky binarnej
operacia AND (Negacie AND, ktora sa preto ob¢as nazyva NAND, alebo v klasickej logike
sa nazyva Shefferov symbol). Pravad aaj lava tabulka v poslednom stipci (oznatenom
symbolom #) obsahuju celo¢iselnu interpretaciu prvych troch bindrnych ¢isel, potom symbol
(3.3) mozeme interpretovat’ pomocou sucinu transpozicii jednotlivych riadkov v tabulke,
napriklad v tomto pripade tabul’ka je jednoznac¢ne Specifikovana permutaciou symbolom
P=(6,7) (7.4)
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To znamenad, Ze tabul’ku moézeme zostrojit’ tak, ze vedla seba napiseme vsetkych 8 binarnych
trojic (argumentov resp. funkénych hodnoét) a prehodime medzi sebou dva riadky, ktoré maja
celociselnti interpretaciu 6 a 7.

Na rozdiel od 2-bitovych reverzibilnych brén, Toffoliho brana je univerzédlna pre
vyrokovi logiku, Pre zjednodusenie formuldcie tejto skutocnosti definujme funkciu 7, ktoré
ma tri argumenty

T(xl,xz,y) =(x1,x2,y®x1x2)
kde sucin x,x, reprezentuje konjunkciu danych binarnych premennych (vyrokov). Lahko sa
presvedc¢ime, ze Toffoliho brana ma iniverzalny charakter, pomocou nej moézeme zostrojit
zakladné logické spojky:
spojka NOT T(11,y)= (1,1,)
spojka AND T(xl,xz,O) = (xl,xz, XX, )
spojka OR (dvojkrokova konstrukcia)

7(%7.0)=(%7[%7]) = T(1LL%5) = (11]x+])
Tymto sme dokazali, ze pomocou Toffoliho 3-bitovej reverzibilnej brany sme schopny

simulovat’ 'ubovolnu Boolovu funkciu.
Diagramatické znazornenie Toffoliho brany je na obr. 7.9.

X——e——X, X——X,
Y
xZ xZ
xZ g xZ
, Z (pre x,x,=1)
z z'=z ®x\X, Z—e—<
z (pre x,x,=0)

A

Obriazok 7.9. Znazornenie Toffoliho brany (taktiez ¢asto nazyvana CCyor brana, dvakrat kontrolované NOT).
Diagram (A) znazornuje ,klasicki realizaciu Toffoliho brany, ktora je zalozena na pouziti brany konjunkcie
(dobre znamej z teodrie logickych obvodov). Diagram (B) je zjednodusSenie diagramu (A).

X—X,
Y
X —X
2 : y 2
.
.
.
X ? X,
Z (pre x,.x,.x,= 1)
z z'=z @ X\X,...X, z (pre x,x,..x,= 0)
A B

Obrazok 7.10. Zovseobecnend Toffoliho reverzibilna brana obsahujiica (n+1) vstupnych binarnych
premennych, posledna vstupnd premenna z je negovana vtedy a len vtedy, ak konjunkcia prvych n vstupnych
premennych sa rovna 1.
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Univerzalnost Toffoliho brany mdéze byt chapana nielen ako moznost' vyjadrenia
pomoc nej zakladnych logickych spojok, ale taktiez aj moznost' vyjadrit’ kazda reverzibilnu
n-bitovil funkciu pomocou kombinacie Toffoliho 3-bitovych bran. K tomu, aby sme
demonstrovali tuto skutocnost’, vykoname formulaciu zovseobecnenych n-bitovych Toffoliho
bran. Této univerzalnost’ spociva v tom, Ze pomocou tejto ,.elementarnej* brani sme schopny
zostrojit’ n-bitova Toffoliho branu (kde n > 3), pozri obr. 7.11.

Xy

Xy

y

X

X,

Yx,xx;

Obrazok 7.11. Znézornenie rekonstrukcie zovSeobecnenej Toffoliho brany pre n = 3, priCom brana obsahuje
prostredny spoj s nulovou premennou. Ciel'om tretej Toffoliho brany je vynulovanie premennej spéit do jej

nulovej hodnoty.

Ak tito schému z obr. 7.11 rozsirime o Stvrti Toffoliho branu, potom vysledky
celkovej siete nebudu zavislé od skutocnosti, ¢i pociatocnd hodnota prostredného bitu je

nulova alebo nie, pozri obr. 7.12.

X

Xy

Y

VDX XX,

Obrazok 7.12. Modifikovana rekonstrukcia z obr. 7.11, ktora ma navyse $tvrti Toffoliho branu, potom vysledok

celkovej brany uz nie je zavisly od hodnoty binarnej premennej w.

Pre uplnost’ budeme Studovat’ este Fredkinovu 3-bitova reverzibilnu branu, ktord ma
pouzitie v ilustracii reverzibilnych bran pomocou biliardovych gul’ (pozri nasledujicu

kapitolu). Fredkinova bréna je $pecifikovana tabul’kou

e e e Ll k= k=2 k=1 k=Y B}

e =l =l Y =Y Rl E

N I =1 =1 =] I

HHH»—AOOOOR

»—a>—aoo>—ao>—ao\<

—_— O = [ O == [ DD N‘
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Prva vstupna premennd x je riadiaca, podla jej hodnoty (ak x = 1) dochadza na vystupe
k transpozicii premennych y az, t. j. z'=y, y' =z, pozri obr. 7.13. Pomocou vyrokovych
formil mozeme Fredkinovu branu vyjadrit’ takto:
F(x,y,z)=(xXz+xp,Xy +x2)
x'=x,
V' =XYz+Xyz+xyZ +xyz = f(f+y)z+xy(z+7) =Xz + Xy

=0T +Xyz+ gz +xyz =3y (Z+z)+x(F+y)z=Xy+xz

X —00—X

y(prex=1)

—%—xytxz=
Y xRz <z (pre x =0)

z(prex=1)

Z+xz+xy<y (pre x=10)

Obrazok 7.13. Diagramaticka Specifikdcia Fredkinovej brany, ktora pdsobi ako podmieneny prepina¢, ak
vstupna premennad x = 0 (x = 1) , potom na vystupe druhd a tretia premenna st prehodené. y — z,z - y,

(zostavaju zachované, y — y,z —z).

Podobne ako Toffoliho bréna, aj Fredkinova brdna ma univerzalny charakter,
pomocou tejto brany mozeme generovat’ zdkladne logické spojky:

spojka OR: F(x1z)= (x,,)?+ z) ,

spojka AND F(x,y,0)= (x%/) ,
spojka NOT F(x,10)= (x,x,) :

Vystupné argumenty Fredkinovej brany, ktoré st zaramované obdiznikom, st interpretované
ako vysledok brany, ostatne vystupné argumenty st interpretované ako ,,odpad*.

Fredkinova brana sa obvykle interpretuje pomocou dvoch jednoduchsich
reverzibilnych bréan, ktoré sa nazyvajii interak¢né brana a prepinand bréna, pozri obr. 3.13.

Xy
X _ X X
Xy
— Xy
y xy
Xy y Xy
A B

Obrazok 7.14. Reverzibilna (A) interak¢nd brana a (B) prepinana brana.

Je potrebné zdoraznit', Ze obe tieto brany, aj ked’ maji rozdielny pocet vstupov a vystupov, st
reverzibilne, ¢o sa jednoducho overi z ich tabul’kovych Specifikacii.
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argumenty interakcna brdana prepinand brana
#l x|y Xy | Xy | xy | xp x | oxy | Xy
1] 0 0 0 0 0 0 0 0 0
21 0 1 0 1 0 0 0 0 1
3] 1 0 0 0 1 0 1 0 0
41 1 1 1 0 0 1 1 1 0

Z tejto tabulky vyplyva, Ze vztah medzi argumentmi a funkénymi hodnotami je 1-1-znacny,
Cize obe tieto brany su reverzibilne.
Inverzna interak¢na brana je znadzornend na obr. 7.15.

X
xy=l

y x+z

z xty
xz#1

X

Obrazok 7.15. Inverzna interakénd brana vytvara sucet prvého a tretiecho resp. prvého a druhého argumentu,
vstupné argumenty su ohrani¢ené podmienkami xy #1 a xz #1.

Podobnym sposobom moéZeme zostrojit' aj inverzni prepinant branu, ktora taktieZ
moze sluZit’ pre tvorbu suctu druhého a tretieho argumentu, y + z, za predpokladu, Ze ich sucin
sa nerovna jednej, yz # 1, pozri obr. 7.16.

X X
y
yz#l
z ytz

Obrazok 7.16. Inverzna prepinana brana sluzi pre tvorbu sictu druhého a tretiecho argumentu, pricom ich stucin
sa nerovna 1.

Pomocou S§tyroch prepinanych bran mézeme vytvorit Fredkinovu branu tak, ze najprv
pouzijeme dve ,,priame* prepinané brany pre tvorbu su¢inov argumentov a ich negécii, potom
pouzijeme dve inverzné prepinané brany pre tvorbu stctov, ktoré boli vytvorené predtym,
pozri obr. 7.17. Lahko sa presved¢ime, ze podmienka nerovnosti su¢inu druhého a treticho
argumentu jednej je vtomto pripade splnend. Podobnym spdsobom moédZeme zostrojit' aj
Fredkinovu branou pomocou Styroch (dvoch priamych a dvoch inverznych) inverznych bran.
[T——\/
Xz
Xz
z

\
x \ .
xy \
) Xy xXy+xz Xz+xy

Obrazok 7.17. Konstrukcia Fredkinovej brany pomocou $tyroch prepinanych bran.
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8. prednaska

Kvantové pocitanie Il — vypocty pomocou biliardovych gul’, model
celularnych automatov

8.1 Klasicky model reverzibilneho vypoctu pomocou biliardovych gal’
[lustrany modelu vypoctu pomocou biliardovych gul, ktory bol navrhnuty Fredkinom
a Toffolim, je ndzornym prikladom ,,gedanken‘ experimentu, ktory vo vede zohral a zohrava
dolezitti ulohu. V suvislosti s kvantovym pocitanim pripomenime slavnu publikaciu  Alberta
Eisteina, Borisa Podolského a Nathana Rosena z r. 1935, ktord sa zaoberala ,,gedanken*
experimentu s entaglovanymi CcCasticiach a ktord zohrala velku tulohu pri precizovani
pojmového aparatu kvantovej mechaniky a jej interpretacie pre potreby kvantového pocitania.

Model pocitania pomocou biliardovych gil' je zaloZeny na fyzikalnych zakonoch
pruzného razu. Predpoklada sa, Ze pre vhodnu pociato¢nu konfiguraciu guli, ktorych poloha
evolvuje v Case podla znamych fyzikdlnych zakonitosti dokonalého razu, uskutocniuje sa
Specificky vypocet (prinajmensom modzeme povedat, Ze systém pocita svoje buduice stavy).

Interak¢nd brana (obr. 7.14 je v tomto pristupe modelovand pomocou elementarneho
aktu interakcie-zrazky dvoch biliardovych gal, pozri obr. 8.1. Tento experiment moze byt
jednoducho S$pecifikovany pomocou dvojice Boolovych premennych x a y, ich pravdivostna
hodnota urcuje ¢i vo vychodiskovom postavani v poziciach existuji cervené biliardové gule
s vhodnymi hybnostami v polohdch A resp. B. Ak st obe premenné pravdivé, potom na
vystupu obe gule sa v uréitom naslednom case ¢ = 3 nachadzaju v polohdch CaF. Ak x = 1
ay =0 vcase t = 1 (gula B neexistuje0), potom vysledna pozicia v ¢ase ¢ = 3 je E (t. j. gula
z A sa pohybuje priamociaro, nezicastnila sa aktu pruznej zrazky s druhou gul'ou).

=
T N

8

N
T Iy

Obrazok 8.1. Dokonala elasticka zrazka dvoch biliardovych gil’ simuluje interakéna branu znazornenu na obr.
7.14. Binarne premenné x a y Specifikuju, ¢i v ¢ase ¢t = 1 sa v danych vychodiskovych polohach nachadza prva
resp. druha gula. K elementarnemu aktu zrazky dochadza v ¢ase ¢t = 2. Vysledné polohy v case ¢ = 3 su
Specifikované sucinmi bindrnych premennych xy,xy,xy,xz.

Jednotlivé elementarne situacie, ktoré sa mozu vyskytovat pri modelovani vypoctu
pomocou bilidrdovych guli st zndzornené na obr. 8.2. Vhodnou kombindciou tychto
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elementarnych situdcii moézeme vytvarat zlozité vypoctové zariadenia, ktoré simuluji
Boolové funkcie. Pretoze dd sa ukéazat, ze Fredkinova brana je univerzadlne vypoctové
zariadenie, ktoré je, ako bude ukazané neskorsie, simulovatelné pomocou biliardovych gul’,
moZzeme konsStatovat’, Ze tento pristup k vypoctom je ekvivalentny s Turingovym strojom.

N : -
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Obrazok 8.2. Prostredie v ktorom sa pohybuju biliardové gule je reprezentované ortogonalnou mriezkou, gule sa
moZu pohybovat’ len po diagondlach ortogonalnej oblasti. Case ¢ sa gula nachadza v danej §tvorcovej oblasti,
prechod gule pri zmene Casu ¢t —f+1sa deje tak, Ze obsadi volné Stvorcové mieste, ktoré je susedné po
,,diagonale” s povodnym miestom. Gule vo vychodzej pozicie st oznacené Cervenou farbou. Niektoré oblasti
prostredia su permanentne obsadené ,prekdzkami, ktoré su reprezentované Ciernou farbou a ktoré slizia ako
,reflektor pre odraz. Pociatocna poloha gule je zndzornena cervenou farbou, smer pohybu gule je Specifikovany
malou Sipkou, zmena pohybu gule (pri odraze) je reprezentovana zmenou orientacie ipky. Sest’ zakladnych
foriem pohybu biliardovych gul: (A) priamociary pohyb, gula neinteraguje so svojim okolim, (B) odraz od
reflektoru (prekazky) , gul'a v désledku odrazu meni smer svojej drahy, (C) pruzny naraz dvoch guli, (D) posun
drahy gule o dve jednotky v dosledku dvojnasobného odrazu od reflektora, (E) pozdrzanie gule v dosledku
Styroch odrazov od reflektorov a (F) krizenie dvoch drah v désledku dvoch pruznych zrazok a dvoch odrazov od
reflektorov (efektivne posobi ako vzajomna vymena guli).
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Implementacia elementarnej prepinanej brany pomocou biliardovych gul' je
znazornend na obr. 8.3. Tato elementarna brana moéze sluzit' ako ,.stavebny element* pre
konstrukciu Fredkinovej brany (pozri obr. 7.16). Pretoze Fredkinova brana ma univerzalny
charakter (pomocou nej mézu byt definované elementarne bindrne operdcie Boolovej
algebry), potom mdézeme konStatovat, ze lubovolnd Boolova funkcia je vypocitatelna
pomocou implementéacie zalozenej na biliardovych guliach, ¢im sa dostavame k ndznaku
dokazu ekvivalentnosti s Turingovym strojom.

. X

Xy xy y z x

inamms S N4 N
y/ \\y +z

x roox

A B C

Obrazok 8.3. Diagram A zndzorfiuje prepinani branu implementovani pomocou vypoctového modelu
biliardovych guli, vlavo si umiestnené dve gule v pociatocnej polohe, ktoré su Specifikované Boolovymi
premennymi x ay. Vpravo na priamkach modelu si umiestnené vystupné biliardové gule, ktoré reprezentuju
vysledok vypoctu tejto elementarnej brany. Pretoze prepinana brana je reverzibilna, jednoduchou reorientaciou
drah dostaneme inveznl branu znazornenu na diagrame B.

8.2. Celularne automaty

Svet celularneho automatu je realizovany pomocou ortogondlnej Stvorcovej mriezky
obsahujucej malé a pravidelne sa opakujuce oblasti - buiky. Kazdd bunka je v jednom
z dvoch stavov {0,1}; ak j v nulovom (jednotkovom) stave, potom tato oblast’ je vyfarbena
bielou (Ciernou) farbou, pozri obr. 8.4.

0 PR — LB — B

t ~ t+1 ~ t+2
5 1 2 1 5 1 2 1

1|:|:|:|_’|:| II:I:D_’D prechodova tabulka
12 3 2 12 3 2 00|00
O 1 J—0O L ]—M[ 0Tl 1]0
2 o : oj1]0]1
[TE-0 Y CEE-B -
(- [H—H o
1 5 4 5 1 5 1 1lol0
SD:D—’D/ SD:D*D/ ARI T

Obrazok 8.4. Jednoduchy 1-rozmerny celularny automat obsahujuci 5 buniek vedl’a seba, ktoré su usporiadané
do kruznice tak, ze prva a piata bunka su susedné. Zmeny stavov su $pecifikované prechodovou tabul'kou, ktora
obsahuje 2° riadkov. Kazdy riadok tejto tabul’ky popisuje zmenu vybranej bunky, ktorej stav (binarne hodnoty
lavej bunky, strednej — t. j. danej bunky, pravej bunky) tvori argument prechodovej funkcie, vysledna binarna
hodnota popisuje Specifikuje vysledny stav danej bunku. Tento proces je znazorneny v prvom riadku obrazku,
kde celularny automat v ¢ase ¢ je zmeneny na stav v Case ¢+1, ktory je dalSom kroku zmeneny na stav v case
2.
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Nech xf’) € {0,1} reprezentuje stav i-tej bunky v Case #, potom jej stav v nasledujicom

Case je uréeny pomocou prechodovej funkcie f : {O,I}k - {0,1} , ktora okoliu i-tej bunke a jej

najbliz§iemu okoliu priradi novy stav

xl-(Hl) :f(r‘gt))
Pre 1-rozmerny celularny automat z obr. 8.4 prvych niekol’ko aplikacii tejto formuly ma tvar
= £ x50 0| = £ (1,1,0)
R
)
W = 70 0 X0 | = £(1,0,0)
—
)
x§t+l) :f xg’), g’), l(t) :f(l,l,l)
—

¥

Takto formulovany celularny automat méze byt jednoducho zovSeobecneny na viacrozmenry
celularny automat, kde bunky maji svojich susedov v 2- alebo viac-rozmernom priestore.
Najznamejsie celularne automaty st 2-rozmerné, ktoré sa stali v informatike popularnymi
vd'aka hre ,,Zivor“. V tejto hre pre kazdi bunku platia tieto jednoduché pravidla:

(1) ak cierna bunka ma dvoch alebo troch ¢iernych susedov, potom zostava Cierna,

(2) ak biela bunka ma troch ¢iernych susedov, potom sa zmeni na ¢iernu bunku a

(3) ak cierna bunka ma jedného alebo Styroch Ciernych susedov, potom sa zmeni na bielu
bunku,

(4) ak biela bunka ma jedného, dvoch alebo Styroch, potom si zachovava bielu farbu.

Aj napriek skuto&nosti, Ze tieto pravidld pre obnovu buniek v hre ,Zivot* sii extrémne
jednoduché, v priebehu hry vznika obrovska réznorodost’, ktord sa pohybuje na hrane medzi
nahodnostou a poriadkom. Jedna z najzaujimavejSich ¢ft tejto hry je vyskyt ,klzakov*, o st
Specialne obrazce ciernych buniek, ktoré sa dokazu pohybovat' po diagondlach mriezky
celularneho automatu. Celularny automat je mozné usporiadat’ tak, Ze pomocou vzijomnej
interakcie medzi klzakmi dochadza k vypoctom. Tato skutoCnost’ viedla k formulécii dolezitej
vlastnosti hry ,,Zivot®, ze moze emulovat univerzalny Turingov poéitac.

8.2.1 Biliardové gule a celularne automaty
Svet celularnaho automatu biliardovych gul’ je realizovany pomocou 2-rozmernej
ortogonalnej mriezky pravidelnych Stvorcovych buniek. Stav buniek je vtomto pripade
o trochu zlozitej$i ako v Standardnych celularnych automatoch, kde sa obvykle rozliSuji len
dva stavy (biely a Cierny):
1. stav — bunka je neobsadena,
2. stav — bunka je obsadena gulou, pricom pohyb gule je uréeny jednym zo Styroch
moznych smerov  (smer severozapadnyN, severovychodny ., juhozipadny.
a juhovychodny )
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3. stav — bunka je obsadend pevnou ciernou kockou, ktord je fixna pre celii evoluciu
automatu a ktora sluzi ako ,reflektor* pre pohyb gul’.

Stav celularneho automatu v c¢ase ¢ je dany polohou asmerom pohybu gul a polohou
prekazok — reflektorov. Pomocou aktudlneho stavu v ¢ase ¢ mozeme zostrojit pomocou
elementarnych pravidiel z obr. 8.5 stav automatu v nasledujicom ¢asom okamziku #+1. Tak
napr. na obr. 8.3 je zndzorneny biliardovy celularny automat, ktory v case ¢ obsahuje dve gule
(Cervenej farby), ktoré pouzitim elementarnych pravidiel z obrazku 8.5 sa pretransformuji
(evolvuju) do koncového stavu reprezentovaného dvoma tmavymi gulami umiestnenymi na
obrazku vpravo.
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Obrazok 8.5.Rézne elementarne moznosti pohybu gul’ v celularnom automate simulujucom pohyb biliardovych
guli. (A) Diagram znazornuje najjednoduchsie Styri moznosti pohybu guli, ktoré neinteraguji s prostredim
a ktorych smer pohybu je urceny pociatocnym stavom. V pripade, ze v priebehu mnohych casovych krokov
gula neinteraguje, potom sa pohybuje po diagonalach automatu a nemeni svoj smer. (B) Osem réznych
pripadov, ked’ gul'a narazi na fixnu prekazku, potom v nasledujucom ¢asovom okamziku, okrem toho, Ze zmeni
polohu, zmeni aj smer pohybu. (C a D) Interakcia dvoch guli pomocou ,,bo¢nej* zrazky. (E a F) Interakcia
dvoch guli pomocou Celnej zrazky. Poznamenajme, Ze vSetky elementarne pravidla st reverzibilné.
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Na obrazkoch 8.1 a 8.3 su zndzornené ,biliardové™ implementacie interakénej brany resp.
prepinanej brany. Na obr. 7.17 je zndzornend konstrukcia Fredkinovej brani pomocou dvoch
priamych prepinanych bran a dvoch inverznych bran (pozri taktiez diagramy B a C obr. 8.3).
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9. prednaska

Kvantové pocitanie III — kvantové brany,

9.1 Kvantové brany

9.1.1 1-qubitové brany
Budeme Studovat’ pét’ jednoduchych 1-qubitovych bran, ktoré su reprezentované unitarnymi

maticami {/,X,Y,Z,H} v ortonormalnej baze {| 0>|l>} :

(1) Operator identity
110)=[0)
1jn=1)

Maticova reprezentéacia operatora / ma tvar

1 :(1 Oj 9.1
0 1
(2) Operator negacie
X0y =)
X[1)=|o)
Maticova reprezentacia operatora negacie je
0 1
= .2
X (1 Oj (9.2)
(3) Operator fazového posunu
r[o)=-1)
r[1)=0)
Maticova reprezentéacia operatora Y je
0 -1
Y= (1 0 j (9.3)
(4) Operator zmeny znamienka
Z[0)=|0)
Z|1=-)

Maticova reprezentécia operatora Z je

2 9.4
=lo . (9.4)

Tato transformaciu mézeme vyjadrit’ ako sicin Z = XY .
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(5) Hadamardov operétor
H|0)=

(10)+[1))

T
) =—7=(9)-11)
Jeho maticova reprezentécia je
1 (1 1
w1 ) o5

Tento 1-qubitovy operdtor pomocou tenzorového sucinu moédzeme aplikovat na stav
000...0)=]0)®|0)®...®|0), potom

lw)=(H|0))®(H|0))®..®(H|0))=(H®H®..® H)|00...0)
1 (9.6)

ﬁﬂWWWWMW®®WHW\EZH

kde x je celé &islo priradené bitovému retazcu dizky n.

9.1.2 Brana 2-qubitova riadeng negéacie

Tato brana v klasickej reverzibilnej forme bola Studovana v kapitole 7.2.2. V kvantovej
podobe je reprezentovana unitdrnym operatorom C,., ktory pdsobi na 2-qubitové stavové
vektory

|x)7> (prex = 1)
C,or| )= (9.72)
=) rereo)
alternativne
C.. xy>:|x,(x/\f)v(f/\y)>:|x,x€-)y> (9.7b)
alebo v rozpisanom tvare
C 00 01) =101
not > | > not > | > (98)
C,.[10y=[11),C,,|11) =|10)
Pomocou dyadickych sti¢inov mdézeme operator C,,, vyjadrit’ takto
C,,. =|00)(00[+[01)(01]+[10) (11| +|11)(10|
~[o){o] @ 0)(0]+ (1)) 1l 10) 1+ 1) o) ©9)

1 X
=[0){0|®I+|1){(1|®X
kde operatory /a X majii maticovu reprezentaciu v baze B= {| 0> | l>} (9.1) a (9.2). Pravu
stranu (9.9) mézeme zovseobecnit’ do tvaru
A=|0){0|®1+[1)(1|®U (9.10)

kde Uje Il-qubitovy unitarny operator, ktory je interpretovany ako nejaké ,,vypoctova
transformacia“. Tento operdtor 4 mézeme formalne interpretovat’ ako riadena aplikacia
operatora U

A[00) =|00) (9.11a)
Alo1)y=]01) (9.11b)
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A[10) =[1Y®U |0) (9.11c)
Al =[HU|1) (9.11d)
Maticova reprezentacia tohto operatora v baze B ={|00>,|01>,|10>,|11>} ma tvar unitarnej
matice
1 0 0 0
0 1 0 0
A=10 0 (ojulo) (ojuly 612
0 o (1uloy (1|ul1)

Diagramaticka interpretacia operatora C,,, je identickd s reprezentaciou na obr. 7.5.
Maticova reprezentdcia operatora C,, vbize B = {|00>| 01>,| 10>,|11>} ma tvar

unitarnej matice (pozri (9.12))

1000
0100

C, = (9.13)
000 1
0010

9.1.3 Toffoliho 3-qubitova brana
Klasickd reverzibilna verzia tohto operatora bola Studovana v kapitole 7.2.3. Toffoliho brana
je trojbitovy operator, ktory je Specifikovany takto

|xyE> (prex/\y =1)

T |xyz> =

|xyz) (prexny=0)
To znamend, Ze treti bit je negovany vtedy ak prvé dva bity su jednotkové (ich konjunkcia je
jednotkovd). Maticova reprezentacia Toffoliho operatora v baze

B ={|000),|001),|010),|011),|100),|101),|110) |11 1)}

(9.14)

ma tvar
1 000 0OTO0OTO
01 00 0OOTO
001 000 OO
T 00010O0TO0TO0
00001O0TO0TO0
0 000O0OT1TO0TG®O0
000 0O0O0OTO 01
0 000O0OT1O
Toffoliho operator moze byt’ vyjadreny v tvare (3.5), podobne ako brana riadenej negécie
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T =[000)(000|+|001)(001|+|010)(010|+|011)(011]|
+|100) (100 +[101)(101|+|110)(111]+|111)(110]|
=[0){ol@([0) 0]+ af)e(|o) o]+ ) +[H{[eC., 1)
1 1
=[0)(0[®1®1+|1){(1|®C,
Diagramatickd interpretacia tejto brany je uvedena na obr. 7.9.

Toffoliho brana moze byt pouzitd ku konStrukcii uplného suboru logickych spojok,
tato moznost’ je zalozena na jej vlastnostiach

ot

T|LLx)=|LLX),T|x,3,0)=|x,3,x A y) (9.16a)
Spojka disjunkcie je vyjadrena takto
T|%.7.0)=|x.7.XAY). T|LLXAY)=[LLxV y) (9.16b)

9.1.4 Fredkinova 3-qubitova brana

Téato brana v klasickej reverzibilnej verzii bopla Studovana v kapitoly 3.2.3 spolu s Toffoliho
reverzibilnou branou. Jej tabulka a Specifikacia pomocou Boolovych formul bola taktiez
uvedend v tejto kapitole. PouZitim tychto vztahov, Fredkinov operator mdézeme definovat
takto

F|x,y,z>:|x,fy+xz,)72+xy> (9.17a)
alebo
F|0,y,2)=(0,.2), F[Ly,z)=[0,z) (9.17b)
V dyadickej forme Fredkinova brana ma tvar
F =|000){000[+|001)(001|+|010)(010|+|011){011]
+]100)(100|+|101)(110|+[110) (101| +[111)(111] (9.18)
=[0)(0|®@I®I+|1)(1|®S
kde Sje vymenny (swap) operator S =[00)(00|+|01){10|+]10)(01|+|11){11
maticova reprezentacia v baze B = {| 00> | Ol> | 10>,| 1 l>} ma tvar

, ktorého

1 0 00

S 0 01 0

01 00

0 0 0 1

Maticova reprezentécia operatora F ' ma tvar

1 000 O0OOTO
01 00 0OOTO
001 000 OO
c_ 00010O0O0TO0
00001O0O0TO0
0000O0OT1UO
0 000O0OT1O0TPO0
000 0O0O0OTO 0?1
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Na zaver budeme Studovat’ unitdrny operator Uy, ktory vytvara 'ubovolni Boolovu
funkciu  f: {0,1}” - {0,1}. Ako ilustraény priklad uvazujme funkciu AND, ktord je
Specifikovand pomocou postupnosti troch tabuliek.

tabulka 1 tabulka 2 tabulka 3
x | y | AND x|y |x' | AND x|ylz]|x|y|AND
00 0 01010 0 0/]0]0J01|0 0
0/1] 0 — 0[1]0] 0 — (o1 |0]Jo|1] O
110 0 11010 0 oO(ojof1}]o0 0
1|1 1 111]0 1 111011 1

Tabulka 1 obsahuje funkciu AND v Standardnom tvare, prvé dva stipce obsahuju argumenty x
ay, treti stlpec obsahuje argument. Pretoze funkcia AND nie je 1-1-znaéna, potom
transformacia prvych dvoch stlpcov na treti stlpec nie je jednozna¢na. Tabulka 2 obsahuje
pokus odstranenia tejto nejednoznacnosti tak, Ze sme zaviedli treti stlpec, ktory obsahuje novy
bindrny argument, ani tento pokus nevedie k odstrdneniu nejednoznacnosti. Tabulka 3 uz
vyjadruje mozny sposob zavedenia jednoznacnosti do Specifikacie funkcie AND, argumentu
boli rozsirené o treti stlpec, ktory pre jednoduchost’ obsahuje len nulové hodnoty. DalSie tri
stlpce su funkéné, Specifikuju jednoznacnym sposobom funkciu AND, potom unitarny
operator Uyyp mdzem Specifikovat’ takto

U p|000)=]000), U ., |010)=|010), U, [100) =|100), U, [110) =|111)
alebo

U vp =|000){(000]+|010)(010|+|100){(100|+|110)(111]

Tento pristup ku konStrukcii unitdrnej transformécie pre funkciu Boolovej s n argumentmi
vyjadrime takto

U, |xl,x2,...,xn,0> =U, |x1,x2,...,xn>®|0> = |x1,x2,...,xn>®|f(x1,x2,...,xn )> ©.19)
=|xl,xz,...,xn,f(xl,xz,...,xn)>

kde Uy je unitarny operator Specifikovany

U, = Z |x1,...,xn,0><x1,...,xn,f(x1,...,xn)

X e Xy, 6{0,1}”

Boolova funkcia f mobze byt alternativne Specifikovand pomocou n-qubitovej funkcii |\|/>
urcenej (9.6), jej jednoduchou modifikéciou dostaneme

1 2" -1
[v)®10)=——2.|x)®0)
Pouzitim (9.18) dostaneme
1 2" -1
U, v)l0) =3 || /(<) 9.20

Tymto spdsobom sme dostali 3pecifikdciu Tubovolnej Boolovej funkcie f:{0,1}" —{0,1}

pomocou unitarneho operatora. Formulu (9.20) m6Zeme interpretovat’ ako tabulku funkcie f,
ktora pre kazdy argument Specifikuje jej funkénti hodnotu.
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9.2 Kvantovy replikator a nemoZnost’ klonovania
Nech H je unitarny priestor H pre ktory plati dim(H )22, unitarna transformacia U sa

nazyva kvantovy replikétor vtedy a len vtedy, ak vyhovuje podmienke
Ula,0)=|a,a) (9.21)
kde |OL,0> =|OL>®|0>, , >=|0L>®|OL> e H®H astav |0> € H sanazyva prazdny. V dalsej

Casti tejto kapitoly dokazeme, ze kvantovy replikator nemoze existovat’.
Predpokladajme, ze existuje taky unitarny operator U , Ze pre dva linearne nezavislé

1-qubitové stavy |0c> a |B> plati
0)=|Box)

U|OL 0) = |OL 0L>
Zavedieme novy stavovy vektor |y> :( (| 0c> + | B)) potom musi taktiez platit’
1.0)=(1/2)(| o) +|B.B)) (9.22a)
Potom taktieZ musi platit’
0 =[v.7) = (1/4)(|@)+[B)) ® (o) +[B) = (1/4) (| . ) +[ 1. B) +[B.x) +[B.B)) (9:220)

Porovnanim (9.22a) a (9.22b) dostaneme, Ze tieto dve aplikdcie unitdrneho operatora na stav
y,O) poskytuje dva diametralne odlisné vektory. Z tejto skuto€nosti vypldva, Ze nemdze

existovat’ taky unitarny operator U, ktory by bol kvantovy replikator, jeho existencia vedie ku
kontradikcii.

Nemoznost’ klonovania je velmi dolezitd vlastnost’, ktord ma zésadny vyznam pre
kvantové pocitanie. Ako bolo ukdzané moznost klonovanie vedie k paradoxom. Tak
napriklad, kombindcia klonovania s teleportaciou modze viest k procesom, ktoré sa Siria
rychlejsie ako svetlo.

Poznamenajme, ze dokaze vety o nemoZznosti klonovania sme vyuzili len vlastnost
linedrnosti operatora U, predpoklad o jeho unitarnosti nebol pouzity. Dokaz je potrebné
interpretovat’ tak, ze predpoklad unitarnosti transformacie je implicitny, vyplyva zo
skutocnosti, ze kazda transformacia stavov v kvantovej mechanike musi byt unitarna.
,»Pikantné“ na dokaze je to, Ze z neho vyplyva neexistencia linearneho operatora U, ktory by
realizoval transforméciu (3.23), bez ohl'adu na to, ¢i je unitarny alebo nie je.

9.3 Tustraéné priklady
Pouzitie jednoduchych kvantovych bran budeme demonstrovat na nasledujicich dvoch
jednoduchych prikladoch. Prvy priklad sa bude zaoberat’ s tzv. hustym kodovanim v ktorom sa
pouziva jeden kvantovy bit spolu s EPR dvojicou na zakddovanie a prenos dvoch klasickych
bitov. To znamend, Ze jedna Castica (qubit) moze preniest’ informaciu 2 bitov; tento vysledok
je prekvapujuci, pretoze v 3. kapitole bolo ukdzané, ze z jedného qubitu mézeme extrahovat’
len jedno-bitovi informaciu. Druhy priklad sa bude zaoberat’ tzv. teleportaciou, co je jav
opacny k hustému kddovaniu v tom zmysle, Ze pouziva dva klasické bity na prenos jedného
qubitu. Teleportacia je prekvapujiicom javom z pohl'adu nemoznosti klonovania neznamych
kvantovych stavov, pretoZze pomocou nej vlastne prenaSame neznamy kvantovy stav.

Zakladny proces v oboch ilustraénych prikladoch hustého kddovania a teleportacie je
pouzitie entaglovaného 2-Casticového stavu

[wa) =5 (100)+11)

ktory majui rovnaky oba zucastneni (Alica a Robert) v komunika¢nom procese.
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Alica

Robert

kédovanie b---boweei. Voo | dekddovanie Z
\|j *“\. "".'
| >

zdroj

Obrazok 9.1. Kvantového hustého kodovania.

9.3.1 Husté kodovanie.
Alica. Prijala dva bity aab klasickej informécie ataktiez qubit reprezentovany
neseparovatel'nou

Casticou |w0> (pozri obr. 9.1). Alica v zavislosti na celom Cisle i=2a+5b, vykona

transformaciu quibitu |\y0> pomocou elementarnych transformécii /, X, ¥ a Z na novy qubit

podl’a tejto tabulky

(a,b) | i transformacia novy stav

00 | 0| |wo)=(I®1)|v,) |w0> 1/¥2(]00)+[11))

o1 | 1| [w)=(X®)|v,) | |y,)=1/v2(]10)+|01)

10 | 2| [v,)=(r&1n|y,) 2> N2 (-[10)+|or)
11| 3| ws)=(Z&0)|w,) | |v,)= /\/5(|0 )-[11))

Alica posle novy stav Rébertovi.

Robert. Aplikuje riadent negaciu C,,; na prijaty quibit |w,.>, w;>:Cnm W;—> vysledky st
uvedené v tabul’ke
prijaty stav novy stav prvy bit druhy bit (b)
I\vo> YN2((00)+11) | |wi)=1/2(|00)+[10)) | 1/¥2(|0)+]1)) )
vi) =N2(10)+]01) | wi)=/N2(1)+[on) | 1/¥2(]1)+]0)) B
2>=/ (I10 +|on) | [ws)=/V2([11)+]o1)) | N2(-[1)+[0)) B
I\v3> YN2(j00)-[11) | wi)=1/2(|00)-[10)) | 1/¥2(|0)-|1)) )

Robert moze ziskat pdvodny prvy bit @ pouzitim Hadamardovej transformacie H, vysledky st
uvedené v tabulke
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prijaty stav prvy bit H (prvy bit) (a)

[wo)=1/V2(j00)+[11)) | YN2(j0)+[1) | YN2(#]0)+ (1)) =[0)
[wi) =YN2(10)+[on)) | YN2(1)+[0) | YN2(#7]1)+ H o)) =[0)
[wa) =N2(=[10)+[0n)) | YV2(-[1)+]0)) | N2 (-r[1)+H][0)) =)

)=1N2(j00)-[11) | YN2(|0)-[1) | N2 (#|0)-H[1)=[1)

Tymto sme ukazali, ze Alica mdze prijaté bity (a,b) jednoznacne zakddovat’ pomocou svojho
qubitu, ktory ked’ posle Robertovi, ten mdze prijaty qubit dekddovat’ tak, ze urci povodné bity
(a,b).

9.3.2 Kvantova teleportacia
Proces inverzny k hustému kddovania sa nazyva teleportdcia, ktord spociva vtom, Ze
Struktara quibitu (ktory nie je klonovatelny) sa posle pomocou klasického kandla
prostrednictvom bytov, priCom prijemca je ho schopny zrekonStruovat (pozri obr. 9.2).
Kvantovu teleportaciu (podl'a sci-fi) romanov mdZeme charakterizovat’ takto:
(1) Objekt, ktory ma byt teleportovany je najprv skanovany, aby sme ziskali potrebna
informéaciu o jeho zlozeni. Pri skanovani povodny objekt zanikd, takZze vlastnost’
o nemoznosti klonovania nie je porusena.
(2) Takto ziskana informacia je zasland klasickymi kanalmi na cielové miesto
teleportécie.
(3) Rekonstrukcia presnej repliky objektu na cielovom mieste pomocou prijatej
informacie bez pouzitia lokélne dostupného materialu

Alica. Alica ma qubit (ktorého Struktiru nepozna)

@) =a|0)+B1)
chce poslat’ Specifikaciu jeho stav pomocou klasického kandlu. Podobne, ako pri hustom
kédovani, Alica a Robert vlastnia rovnaky qubit realizovany entaglovanou €asticou

[wa) =5 (100)+11)

Alica aplikuje metédu pouzitu pre dekddovanie v hustom kdédovani. V prvom kroku sa
uskutocni tenzorovy sucin stavov |(p> a |w0>

0)®|w,) =%(a|o>+[3|1>)®(|00>+|11>) =%(a|000>+[3|100>+a|011>+B|111>) (3.25)
ktory Alica eSte upravi pomocou unitarnych transformacii H ® /®/ a C,, &1

(H®I181)(C,, ®1)(|0)®|w,))
1

:ﬁ(
=%(|00>(a|0>+ﬁll>)+|01>(a|1>+B|0>)+|10>(a|0>—B|1>)+|11>(a|1>—l3|0>))

Alica meria vlastnosti tohto kvantového stavu vzhl'adom k baze {| OO>,|01>,|10>,|11>} , vzdy

H®I®I)(o|000)+p|110)+a]|011)+p[101))

dostane s rovnakou pravdepodobnostou jeden zo Styroch 1-Casticovych stavov
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|(p0> (a|0>+B|l>) preazO,sz)
|(p1> (0L|1>+B|0>) prea Obzl)
02)=(a]0)~[1)) (prea=1,5=0)

[03) =(a[1)=B[0)) (prea=1.b=1)
kde index vektorov |(pl.> je urCeny i=2a+b. Alica posle pomocou klasického kandla

Robertovi bitova informaciou (a,b). Poznamenajme, Ze Alica meranim svojej Casti (prvé dva
qubity nevratne zmeni stav zlozeného stavu |(p> ®|\y0> , €0 sa musi prejavit’ aj Robertovi.

Robert

dekoddovanie b kédovanie

v

B

‘ \Vo> ‘ \Vo>
EPR

Obrazok 9.2. Proces kvantovej teleportacie.

Robert. Ak Robert prijme klasické bity od Alici, potom vie ako transformovat’ stav svojej
Casti zlozeného qubitu tak, aby zrekonsStruoval povodny stav Alicinho qubitu |(p> = OL| 0> + [3|l>

a |bli transformacia |(p>

O 1919 lo)=1]oo)=1(c|0)+B[1)) = 0)+B]1)
O 1M lo)=Xle)= X (af1)+B|0)) = a[0) +Bl1)
1O 2 | lo)=Y]e)=7(- MD+BW» o[0)+B[1)
I3 | o) =2]es) =2Z(af0)-B[1) = |0)+B]1)

Poznamenajme, Ze tato transformacia koreSponduje s krokom kddovania v hustom koédovani.
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10. prednaska

Feynmanov kvantovy pocitac

V tejto kapitole budeme Studovat’ ilustracny priklad mnoho-qubitového systému, ktory je
popisany Specifickym hamiltonianom, pri¢om rieSenim Schrddingerovej rovnice ziskame
popis casovej evolucie tohto systému.

Koncepcia Feynmanovho kvantového pocitaca je zalozend na predstave
deterministického pocitaca, ktory obsahuje k-1 brdn zapojenych sériovym spdsobom, pozri
obr. 10.1. Vstupny (pociatocny) stav |\|/1> je unitdrnym vlnovym operatorom Uy

pretransformovany na nasledujuci stav |\y]>, tento proces sa opakuje az po dosiahnutie

konec¢ného (vystupnéh) stavu |\|/ k>

lvo)=Uly,) (i=L..k-1) (10.1)
D T) T |111>
Vol o ) et g e, TN Ry (L

Obrazok 10.1. Feynmanov kvantovy pocitac¢ obsahujici k-1 bran, ktoré su reprezentované unitarnymi
transformaciami Uy, U,, ..., Uy, ktoré su postupne aplikované na stavy |“/1>’|Wz>’---’|‘|fk>’|“/k+1>’ Kazda

aplikacia brany U; na stav |\u[> sa uskutociiuje v diskrétnom case i. Stav ,,pocitaca“ je potom reprezentovany

tenzorovym sucinom |‘I’i> = |\V,-> ®|i) .

Ako ukazeme neskorSie, postulovany kvantovy pocita¢ je Specifikovany pomocou
vhodného hamiltonianu H, ktory nezavisi explicitne na case. Tento postuldt interpretujeme
ako analdégiu hardwaru v klasickych pocitacoch. Evolicia kvantového pocitaca je

Specifikovand unitarnym vlnovym operatorom U (t)=e™™, ktory transformuje pociatocny
stav (vstup do kvantového pocitaca) |‘P(O)> na koncovy stav (vystup z kvantového
poéitaéa)|‘P(t)>, ktory je superpoziciou stavov jednotlivych qubitov a ktory formalne

interpretujeme ako analogiu software v klasickych pocitacoch. Hodnoty jednotlivych qubitov
vtomto koncovom stave zistime operdciou merania, ktoré nam zafixuje vybrany stav,
vzhl'adom ku ktorému sa meranie uskutocnilo. Od tohto okamziku mdézeme nastartovat’ nova
evoliciu systému pomocou vinového operatora, ktord je formalne ekvivalentnd s prvou
evoluciu, pricom pdvodny pociatocny stav je nahradend vybranym stavom, vzhladom ku
ktorému sa uskutocnilo meranie.

Metoda explicitného zahrnutia ¢asu prostrednictvom pomocnych ¢asovych stavov |i )

odstraiuje zavazny nedostatok pdvodnych konstrukcii kvantovych pocitacov, v ktorych
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unitarny vlnovy operator transformujiici stavy pocitaca nebol univerzalnym operator, pretoze
hamiltonian systému nie je ¢asovo invariantny. Feymanov kvantovy pocitac je zaloZeny na
rozsirenom predpoklade, podla ktorého, stav systému nie je popisany len Cistym stavovym

i), kde druhd zlozka

vektorom |\yi>, ale je popisany tenzorovym sucinom |‘Pl.>=|\|fl.>®

i> $pecifikuje ,,6asovy okamzik* v ktorom bola transformacia vykonana
|W.)=G|¥,) (10.2a)
G, =U,®|i+1)(j (10.2b)

,,Casovy stav*

Unitarny operator U; mdzeme formalne vyjadrit’ ako dyadicky sucin U, = |\y H]><\y ;

, potom

operator G; ma tento formalny tvar
G, =y, )(w,|®[i+1)(i (10.3)
Budeme predpokladat, Ze ,Gasové* stavové vektory {|l)|2)} tvoria ortonormalnu mnoZinu

vektorov, (i | j) =38, Pomocou reprezentacie (10.3) mbZzeme zostrojit’ analogie formil (10.2a-
b) v ktorych vystupuje hermitovsky zdruzeny operator G
|¥.)=G'|¥,) (10.4a)

G =y, ) (v, |®[)(i+]] (10.4b)
Potom plati

GG = (|we) (W[ ®i+ 1) () (lw ) (Wit | ) i+ 1) = [ Wi ) (Wi [ ® i+ 1) (i +1| = 1., (10.52)
GG, =(|w ) (Wi |®f) (i +1) ([} w [ @[+ 1) (i) =|w ) (w, [®[i) (i =1, (10.5b)

Tieto dva vysledky mézeme interpretovat’ tak, zZe operator G; je unitarny. Definujme operator
G ako sumu operatorov Gy, G, ...

k-1
G=>G, (10.6a)
i=1
Ak pouzijeme (10.2b), potom tento operator mdzeme pisat’ v tvare
G=U,®]2)(1]+U,®[3)(2]+..+ U, ®k)(k-] (10.6b)
Nech operatory Uj, U,,..., Ui, st definované v linearnom priestore s ortonormalnou bazou
B = {xl,xz,...,x p} , potom operator G je definovany v linedrnom priestore s bazou vyjadrenou

ako tenzorovy st¢in tejto baze s bazou B, = {|l)|2)|k)}

B={10 %o %y | @{D[2) )} ={ e ) s 0 =120 pr =12, (10.7)

Maticova reprezentécia operatora G v tejto baze B ma tvar

(il Gl 3.7 = (kU |43 (1038)
alebo ako matica typu (k-pxkp)

0 0 0 0
U 0 0 0

G=|0 U, 0 0 (10.9)
0 0 - U_, 0
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kde U; a 0 st matice typu (pxp), ktoré reprezentuji operator U; resp. nulovi maticu.
Definujme hermitovsky operator — hamiltonian, ktory reprezentuje ,hardware*
hypotetického kvantového systému nazyvaného ,.kvantovy pocitac

H=G+G" (10.10a)

Tento operator uz explicitne nezavisi od jednotlivych kvantovych stavov na ktoré je
aplikovany, mézeme povedat, Ze nezdvisi explicitne na Case, priCom cas je reprezentovany
pomocou diskrétnej premennej — ,,indexu® i. Tento operator formalne interpretujeme ako
hamiltonian kvantového systému, ktory realizuje k postupnych unitarnych transformacii
(10.1). Maticova reprezentacia hamiltonianu ma tvar

0o U 0 - 0
u 0 U - 0

H=l0o U, 0 - 0 (10.10b)
0o 0 0 - 0

Elementy tejto matice su potom Specifikované takto (pozri (10.8))
Ol #]t5. 7) = (o Gl 1)+ (250 |G o)

(10.10b)
= G(xﬁai,jﬂ + Ggaaj,m
Schrédingerova rovnica tohto hypotetického systému ,,kvantového pocitaca® ma tvar
.0
zat|‘P(t)> H|¥ (1)) (10.11a)
jej alternativny integralny tvar vyjadreny pomocou evolu¢ného operatora U je
¥ (1)) =U ()| ¥ (0)) = |¥(0)) (10.11b)

kde |‘P (0)> je pociatoény stav Specifikujuci rieSenie Schrodingerovej rovnice (10.11a).

Z definicie (10.10a) hamiltonianu H vyplyva, ze tento operator je Specifikovany
v kone¢no-rozmernom linedrnom priestore, ktorého ortonormalnu béaza je uréena (10.7). Nech

hamiltonian H kvantového pocitaca ma systém vlastnych vektorov {| (p1>,|(p2>,...,|(pp>} a

vlastnych hodnot {Xl,kz,...,kp}, kde H|(p,.>=7u,.|(pl.>. Pouzitim spektralneho rozvoja pre

funkciu hamiltonidna H zostrojime explicitny tvar vinového operatora
P
) 7[7»;
U(t)=e™=>e""|o,)(o,] (10.12)
j=1
Potom stavovy vektor |‘P (t)> kvantového po¢itata mé tvar

[ (1)) =U (1) ¥ (0)) =™ |¥(0)) = jz:e“f’ (0,]%(0))]o,) (10.13)

Ak vlastné vektory hamiltonianu H vyjadrime pomocou vektorov ortonormalnej baze B
urcenej (10.7)

k

|@f>:iz<xa’l|@j>|xa’l> (10.14)

a=1 [=1
potom ak v (10.9) polozime ¥ (0))=|y,.n) =
Dosadenim (10.14) do (10.13) dostaneme

xa>®|n),kde ae{l,2,...p} a ne{l2,. k}.
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|T(f)>=izk:[§em’"<@j xa,n><xa,l|<pj>jlxa,l> (10.15)

a=1 /=1 \_j=1
Lahko sa presvedcime, ze takto Specifikovana vlnova funkcia kvantového systému
Niekol’ko poznamok k evolicii kvantového pocitaca pomocou exponencidlneho
vInového operatora U (¢) =™ . Rozvoj tohto operatora ma tvar

s hamiltonianom (10.6) vyhovuje pogiatoénej podmienke |‘P (O)> =

. 2 3
e M =1+ (_ll't)H+ (_;) HH +%HHH+... (10.16)

Uvazujme S$tvrty Clen, ktory obsahuje tretiu mocninu hamiltonianu H, pre jednoduchost
naSich Givah postulujme, Ze hamiltonidn ma tvar (10.10a), kde G =U, | 2> <l| +U, | 3><2| . Potom
napr. tretia mocnina hamiltonianu v rozvoji (10.16) ma tvar

HHH =(U, ®[2)(1+U, ®3)(2+U; ®|1)(2/+U; ®|2)(3)

)(PE@+vv )@ D
\—ﬁ/—_J \—w—_J

0 2)3
Prvy ¢len na pravej strane reprezentuje nedovolenu postupnost’ aplikdcie 1-qubitovych bran,
ich vysledok je pomocou ,,Casovej ¢asti nulovy. Druhy ¢len je ,,povoleny®, ,Casova“ Cast’
produkuje ¢len |2)(3
vysledny ,,6as” je 2. Mozeme teda konStatovat’, Ze formalna Struktira hamiltonidnu mé také

vyhodné vlastnosti, ktoré odstranuji a-priori nefyzikdlne ,nevypoctové® stavy kvantového
zariadenia.

=U U,

, t. J. postupnost U operatorov bola aplikovanid na stav v ,Case* 3,

10.1 Jednoducha implementacia Feynmanovho pocitaca pomocou
1-qubitovej brany negacie X

Kvantova brana negécie je ur¢ena maticou

X:[O 1} (10.16)
1 0
Jej druhti odmocninu zostrojime pomocou spektralneho rozvoja funkcie matice

X=U"AU =X =U'JAU (10.17)

kde Uje unitarna, ktora diagonalizuje maticu negacie X, A=UXU". K tomu, aby sme
zostrojili tito maticu, musime najst  vlastné hodnoty matice X pomocou sekularneho
determinantu
- 1
T
Vlastné vektory, ktoré su urcené tymito vlastnymi hodnotami ziskame rieSenim dvoch
homogénnych problémov

R I W ST
(X-1,E)¢, =0:>G 3(2):0:a=—b=1:c2 :%[_IJ

‘:o:x2—1=0:>x12=i1
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Tieto dva vlastné vektory mozu byt chapané ako stipcové vektory unitarnej matice V, ktora
transformuje maticu X na diagonalny tvar

V= Lt (10.18)
NIV '
Potom matica v X ma tvar

I~ (1 1)1 0)1 1 1(1+i 1—i 1 (™ ot
201 —-1)lo i)\t —1) 2\1=i 1+i) 2™ o™ ( )

Lahko sa presvedcime, Ze takto zostrojend matica je unitarna a Ze jej kvadrat sa rovna matici
negacie X. Aplikacia matice v X na vektory |0> a |l> je urcena takto

1 em/4 efm/4 1 1 l_ ;
\/§|0>=$[ e el_n/4j(0j=$(eﬂ4|o>+e 1)) (10.20a)

e

1 e[rc/4 e—[rc/4 0 1 o
\/}|1> :ﬁ[em/z; o j[lj :ﬁ(e /4

Operator G (10.6b) obsahujuci operator VX ma tvar (pozri obr. 11.2)

0)+¢™|1)) (10.20b)

G =X ®2)(1]+x ®[3)(2 (10.21a)
Maticova reprezentécia tohto operatora ma tvar
0 0 0
G=|Jx o0 o0 (10.21b)
0 Jx 0

M’ |\V2>| |\V3>I

R N R

D,

Obrazok 10.2. Kvantovy pocita¢ obsahujuci dve odmocniny 1-qubitovej negacie

Hamiltonian kvantového pocitaca ma tvar
H=G+G" (10.22a)
Maticova reprezentacia tohto operatora je

0 Jx 0
H=|Jx 0o Jx (10.22b)
0o Jx o

Tento operator uz explicitne nezavisi od jednotlivych kvantovych stavov na ktoré je
aplikovany, mdzeme povedat, Ze nezavisi explicitne na cCase, priCom cas chapeme
reprezentovany pomocou diskrétnej premennej ,indexu“ i. Tento operdtor formalne
interpretujeme ako hamiltonidan kvantového systému, ktory realizuje 2 postupné unitarne
transformacie (10.1). Maticova reprezentacia hamiltonidnu ma tvar
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0 0 e™ " 0 0
0 0 &7 ™0 0
H:L €i1'c/4 e—irc/4 0 0 efm/4 ein/4
\/5 efm/4 em/4 0 0 em/4 efm/zt
0 0 &% ™ 0 0
0 0 e™ & 0 0
0 0 1/2 12 0 0 0 0 -2 12 0 0
0 0 1/2 12 0 0 0 0o 12 -1/2 0 0
/2 /2 0 0 1/2 1/2 /2 -1/2 0 0 -2 1/2
- /2 12 0 0 1/2 1/2 o -1/2 12 0 0 12 -12 (10.22b)
0 0 1212 0 o0 0 0 12 -1/2 0 0
0 0 1212 0 o0 0 0 -12 12 0 0
=A+iB

Zostrojena maticovd reprezentacia hamiltonianu (10.22b) ma komplexné elementy,
preto ju vyjadrime ako sucet redlnej a imaginirnej Casti, H = A+iB, kde matica A je
symetrickd a matica B je antisymetricki, A' = Aresp. B’ = —B. Podobnym spdsobom
mozeme separovat’ aj vlastny vektor tejto matice x =wu+iv, kde u avsu realne vektory.
Vlastny  problém Hx=2Ax pouzitim tychto separdcii prepiSeme do tvaru
(A +iB )(u +z'v) = X(u +z'v) , porovnanim redlnych a imaginarnych ¢asti na obidvoch stranach

rovnice dostaneme dve rovnice pre realnu a imaginarnu zlozku vlastného vektora x

Au—Bv =\u (10.23a)
Av+ Bu = \y (10.23b)
alebo v maticovom tvare
A —-B\lu u
[ j[ j=7»[ j (10.23¢)
B A /\v %
—
H X

kde symetrickd rozSirend matica H sredlnymi koeficientmi ma dvojnasobnii dimenziu
vzhladom k povodnej matici H. Tymto sme ukazali, Ze redlna a imaginarna Cast’ vlastného
vektora x je vpomocou novych vlastnych vektorov redlnej symetrickej matice H .
Poznamenajme, Ze kazda vlastna hodnota A problému (10.23c) je aspont dvakrat
degenerovand. Tato vlastnost’ moze byt jednoducho verifikovana tak, ze ak stlpcovy vektor

. [(u
x =[ j (10.24a)
v
je vlastny vektor s vlastnou hodnotou A, potom aj stipcovy vektor
—v
X' = [ j (10.24b)
u

je taktiez vlastny vektor s tou istou vlastnou hodnotou A. O tejto skutocnosti sa mézeme I'ahko
presved¢it nahradenim pdvodného stlpcového vektora x v (10.23c) vektorom (10.24b),
dostaneme dve maticové rovnice, ktoré su ekvivalentné s (10.23a-b). Tato vlastnost’ je
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dosledkom jednoduchej vlastnosti: ak x =wu+ivje vlastny vektor matice, potom aj vektor
ix =iu—v je tiez vlastny vektor s tou istou vlastnou hodnotou A. To znamend, Ze rozsSirena
matica z (10.23¢c) ma vsetky vlastné hodnoty parny-pocet-krat degenerované.

Spektralny rozvoj matice H ma tvar

H = ZX xx =>U(t)=e™ =Zn:e7m-"txjxf (10.25)

VAR M J
=l
Ak vlastny vektor x; Vyjadrlme v tvare v ktorom je redlna zlozka separovand od imagindrnej
zlozky, x,=u,+iv;, potom pravl stranu vinového operatora (10.25) mdZeme prepisat’ do
tvaru

n
U(t)=e™ =Y e™ [(uku}(r +vkv,1:)+i(vku,ir —ukv,f)}

k=1

:Zn:[coskkt~(uku,1{r +v,{v}:)+sin7ukz‘-(vku}(r —ukv,f)} (10.28)

k=1

Ug(1)

=

+i [cos?»,{z‘-(vku,ir —ukv,f)—sinkkt-(uku,f+vkv,f)}
k=1

Ui (1)
Tymto sme zostrojili vinovi maticu kvantového systému s hamiltonovou maticou H, ktora je
v separovanom tvare, kde redlna Cast’ je oddelena od imaginarnej Casti.
Pouzitim tejto formule moéZeme jednoducho zostrojit’ stav kvantového pocitaca v Case

¢t aplikaciou vlnovej matice (10.28) na pociato¢ny stav |‘P (0)> = | xl,l>
| (1)) =U ()| ¥ (0)) =e™™| ¥ (0)) =™ x,.1)

n

[coskkt.(uku,f + vkv,f) + sirﬂu,{z‘-(vku,'ﬁr —~ ukv,f)] % 1)
=

1
+izn:[cos 7»,{z‘~(vku,1{r - ukv}:)—sin?»,j-(uku,'ir +vv, )]|xll>
k=1

t)|X1’l>+iU1(t)|X1’l>

Pociato¢ny stav |‘P(O)>:|Xl,l>=|xl>®|l) je zlozeny z dvoch zloziek, prva reprezentuje

(10.29)

bindrny 1-qubitovy stav, zatial ¢o druhd prvy stavovy vektor casového okamziku.
Poznamenajme, Ze v danej maticovej reprezentacii tento stav je vyjadreny 6-rozmernym
stipcovym vektorom, ktory obsahuje v prvej polohe jednotkovy element avo vsetkych
ostatnych polohach nulovy element

1 0 0
0 1 0
01) = 3 2)= 3 s X23) = 3 (10.31)
0 0 0
0 0 1
Rezultujuci stavovy vektor |‘P > Je potom reprezentovany 6-rozmernym komplexnym

vektorom
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[P () =U O] ¥ () =(Ue (1)) +iU, (1) 1:.1)

=(U,(t)+iU,(1))(1,0,0,0,0,0)" (10.32)

=(a, +iB,, 0, +iB,, 0 + 1By, 0, + B, 05 + By, 0 + B )T
kde zj-teho koeficienta o +if3, mézeme jednoducho zostrojit' pravdepodobnost’ toho, ze
v Case ¢ sa kvantovy pocita¢ nachddza v j-tom stave

prob(j,k;l,l)zoci +B§ (10.33)

Na obr. 10.2 je zndzorneny priebeh pravdepodobnosti (10.33). V case ¢ = 0 vinova funkcia ma
tvar

| (0)) =|x,.1)=(1.0,0,0,0,0)" (10.43a)
V case t = 1 vlnova funkcia je Specifikovana takto
¥ () =U O] (0))=(Ue () +iU, (1) ]..1)
=(U,(1)+iU,(1))(1,0,0,0,0,0)" (10.43b)
= (0.5780,0,-0.3492 - 0.3492i,0.3492 — 0.3492i,0,-0.4220)"
Konecne, v Case ¢ = 2.2 vlnova funkcia ma tvar

¥ (22))=U(2.2)|¥(0)) = (U, (22)+iU, (2.2))| 7,.1)
=(U,(22)+iU,(2.2))(1,0,0,0,0,0)" (10.43c)
=(0.0002,0,—-0.0107-0.0107:,0.0107 - 0.01071’,0,—0.9998)T

To znamend, Ze pre ¢ = 2.2 vlnova funkcia je skoro presne vyjadrend pomocou stavu |x2,3>,
¢o je aj v stuhlase so skutocnost, ze na vektor |x1,l> aplikujeme dvakrat po sebe operator
JX , o produkuje negaciu pociato¢ného stavu.

) 173>

probability
o
w

171,32 1%, 1

0.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
time

Obrazok 10.2. Priebehy pravdepodobnosti pre stavy |x1,l>, |x1,3>, |x2,1> a |x2,3>, ktoré su $pecifikované
vztahom (10.33), ked’ pociatocny stav bol |‘I’(0)>=|X1,l>. V ¢ase t = 2 pdvodny stav |x1,l> bol totalne
nahradeny stavom |x2,3>, ¢o je v suhlase so skutocnostou, Ze kvadrat operatora JX véaset =2 vykona

negaciu |x1,l> na stav |x2,3> .
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10.2 ZlozitejSia implementacia Feynmanovho pocitaca pomocou
troch operatorov Cynor

Kvantova 2-qubitova brana riadenej negacie Cyor (alebo Boolovej funkcie XOR) je urcena
vztahom (7.3), jej maticova reprezentacia v baze stavov B = {| 00> | Ol> | 10> | 1 l>} ma tvar
1 000
Cior = 0100 (10.44)
0 0 0 1

0 010

Grafickd reprezentacia tejto brany je zndzornend na obr. 7.5. Pomocou troch bran Cwor
vytvorime nova 3-qubitovu branu znazornent na obr. 11.3.

10) 1D 12) 13)

Obrazok 10.3.

Tabulka 10.1. Argumenty a funkéné hodnoty 3-qubitovej brany z obr. 10.3

T=0 T=1 T=2 T=3

# X0 )0 Z0 X1 )1 Z1 X2 )2 22 X3 )3 Z3
oJoJoJoJo[oJoJoJoJoJoJol] o
tfoJo |t JoJolt]JoJo]l1]o o]
2o 1 JoJo 1t JoJo 1t ]1]o 1]
slof i1 JoJ i1 lol1JoJo[1]o
sliJoJoJli i JoJt i 1]t ]1]o
sl Jo il Joli[1]1
cli 1 JoliJoJoliJoJol1i]o]1
7l vl fol il irJoli]Jilolo

G = Cyor (%) 1) (0] + Cyr (1.2) ®2) (1| + Cpor (. 2) ®3) (2] (10.45)

kde symbol C,,,; (x,y) reprezentuje 2-qubitovy operator pdsobiaci na ,,premenné* x a y,
(5371 Coor (1.2 = (3] Cor (e ) ) =1, @] 2)
¥ @y’ (10.46a)
() ol @) e]2)
podobny tvar maju aj ostatné dva operatory
(x,3.2|Cyor (3,2)| %", 2")
(x,3,2|Cyor (x.2)|x, . 2')

<x|x'><y|y'><z|y'@z'> (10.46b)
<x|x'><y|y'><z|x'@z'> (10.46¢)
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Maticova reprezentéacia operatora G ma tvar

0
0
. (10.47)
0

Jebotlivé operatory riadenej negicie Cy,,(x.¥), Cyor(1.2), Cyor(x.z) maju maticové

reprezenticie v baze 1B ={|000),/001),...|111)

1 000 O0O0OTGO
01 00 0O0O0OO
001 00O0O0O I 0 0 0
Cron (x,3) = 0001 0O0O0O _ 0 1 0 0’ (10.48a)
0000O0OO0OT1@®O 0 0 0 I
000 0O0O0OO01 0 0 1 0
0000T1O0O0O
0 000O0OT1TUO0O®O
1 000 0O0OO
01 000O0O0TO
0001 0O0O0TG O I 0 0 0
Cror (1,2)= 001 00 O0O0O _ 0 X 0 0 (10.48b)
00001 O0O0°1 0 0 I 0
0 000O0OT1T OO 0 0 0 X
0000 O0O0O0°1
0 000OO0OT1TPO
1 0000 O0OTGO
01 00 0O0O0O
001 00O0O0O I 0 0 0
Cron (,2) = 0001 0O0O0O _ 0 1 0 0 (10.48¢)
0 000O0OT1TUO0O®O 0 0 X 0
0 000T1O0O0O 0 0 0 X
000 0O0O0O0°1
0 000O0OO0OT1@®O

Poznamenajme, Ze tieto maticové reprezentécie su tvorené symetrickymi maticami.
Hamiltonian systému je definovany vztahom

H=G+G"
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Celkova baza v ktorej je definovany hamiltonian H je tvorena tenzorovym suc¢inom mnozin

obsahujucej 3-qubitové vektory {| X, y,z> JX, Y, 2= 0,1} a ¢asovych vektorov {|z )z = 0,1,2,3}

Bm—{|x,y,x>}®{|i>}—{

ktora obsahuje 8x4 = 32 elementov. Maticova reprezentacia hamiltonianu H v baze B, ma

e @) ®|i)} (10.49)

|x.p.2)

tvar redlnej symetrickej matice typu (32x32)

0 CNOT(x,y) 0 0

H-Gig | Corler) 0 Corlrz) 0 (10.50)
0 CNOT(y,z) 0 Cor (x,z)
0 0 Cor (x,z) 0

Pociato¢ny stav v ¢ase ¢ = 0 je uréeny vektorom |‘P (0)> = | x0‘0> =|0,0,0) ®|0), Podobne ako
v predchadzajicej kapitole, vektory z baze By, vyjadrime ako stipcove vektory

1 0 0 0
0 1 0 0

o) =] 0 Lao) =] 0 |0} =| 1 o] oss) =] 0 (10.51)
0 0 0 1

Formula (10.29) v tomto pripade redlneho hamiltonianu ma tento tvar
[P ()=U ()% (0) =™ |¥(0) =™ x..1)

32 32
= ZCoskerkx,f +i(_1)2Sin7\‘kt'xkxl{ |%,,0)
k=1

k=1

(10.52)

Up(t) Uy(t)
=Uy (t)|X1’O>+iU1 (t)|x1,0>

. . . T
= (o, +iB,, o, +iB,,.... 0y, +iBs, )

1.0100,0> 1110,3)

2
5 1110,2) I111,2)
S 0.5
~
3
[110,2>
[100,07
0.0 .
0 1 2 3 4
time

Obrazok 10.4.
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V case t = 0 vlnova funkcia m4 tvar
| (0)) =] %,.1)=(1,0,0,0,0,0)" (10.53a)
V case t = 1 vlnova funkcia je Specifikovana takto

(1) =0 ()] ¥(0)) = (U, (1) +i0, (1)]100.0)

(10.53b)
=0.5767|100,0) —0.7058i|110,2) —0.3856|111,2) +0.1432i[110,3)
V case ¢ = 2.9 vlnova funkcia ma tvar
¥ (2.9))=U(2.9)|¥(0)) =(U,(2.9)+iU,(2.9))[100,0
[#(29))=U (29)] ¥ (0)) = (U, (29) +11, (29))[100.0) 10530

=-0.1632[100,0) +0.0133i[110,2) +0.1882|111,2) + 0.9684i|110,3)
To znamena, ze pre ¢ = 2.9 vinova funkcia je skoro presne vyjadrend pomocou stavu |110, 3> ,
¢o je aj v sthlase so skutoc¢nost’, Ze ak na vektor |100, O> aplikujeme postupne tri operatory
Cyor stav |100> sa nam zmeni na stav |110>. Tento vysledok médZeme jednoducho
verifikovatt pomocou tabulky 10.1, kde vidime, Ze stav |100> vstipci pre T7=0 sa

transformuje na stav |110> pre 7'= 3.
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11. prednaska

Kvantové algoritmy I — Deutschov a Jozsov algoritmus a Simonov
algoritmus

Kvantové algoritmy patria medzi najddlezitejSiu ¢ast’ modernej oblasti informatiky, ktora sa
nazyva kvantové pocitanie. Reprezentujii spojenie medzi kvantovou mechanikou a tedriou
algoritmov klasickej pocitacovej vedy, ktord je zalozend na paradigme klasického pocitania
reprezentovanej univerzalnym Turingovym strojom a/alebo von Neumannovou architektirou
sekvenénych pocitacov. Pouzitie zékonitosti kvantovej mechaniky, menovite principu
superpozicie, umoziuje zaviest’ vnltorny paralelizmus, ktory otvara Giplné nové moznosti pre
implementaciu roéznych algoritmov, ktoré na klasickych pocitacoch (ekvivalentnych
s univerzdlnym Turingovym strojom) boli nepredstavitelné. Tymto spdsobom klasické
algoritmy mohli byt’ preformulované na kvantovl verziu, ¢o obvykle znamenalo redukciu ich
numerickej zlozitosti ateda aj ich podstatnii akceleraciu. Tento jav otvdra uplne nové
a netuSené¢ moznosti rieSenia numerickych problémov, ktoré sa doteraz zdali nerieSitel'né
(obvykle sa uvadzalo, ze na procesore, ktory vykondva x Specidlnych operacii za sekundu,
vypocet by trval y sekind, o je podstatne viac, ako Cas od big bangu az po sucasnost), t. j.
4.4x10" sekund). Tak napriklad (Martin Nowak, 18. februar 2005) zistenie, ze &islo
229649311 e prvoéislo, vyzadovalo obrovské mnohomesaéné usilie na gridovskej sieti stoviek
PC pocitacov s intelovskymi PENTIUM procesormi, pozri obr. 11.1.

e p— e TR

= I?l_,l.'|I e P =" &

1121 _E% SN S T
L

f Dec 41951 )7 ;%_ g 2
PRIME | K sui ==, U0 |2
P Tkt Mﬂauu? oo
Obrazok 11.1. Postové razitko z mesta Urbana, $tat Illinois, oznamuje objav z r. 1963, Ze ¢islo 21213
je prvocislo.

Riesenie tychto a podobnych problémov pomocou kvantovych algoritmov (ktoré zial’
vyzaduji zatial neexistujici novy hardware — kvantové  pocitate) bude dosiahnuté
v priecbehu niekol’kych sekind alebo minut. Téato potencidlna moznost neobycajne
znervoziuje pocitacovych vedcov, ktori pracuji v teérii modernych kryptovacich systémov,
ktoré st obvykle zaloZené na skutocnosti, ze nejaké Cislo je prvocislo, alebo je si¢inom dvoch
alebo viacerych prvocisiel. Bezpecnost’ tychto kodov vychadza z predpokladu, ze verifikacia
vysSie uvedenych skutocnosti je numericky neobyCajne naro¢ny problém, preto
pravdepodobnost’ ,,prelomenia®“ kodu je velmi mald. Tento predpoklad je platny len na
klasickych pocitacov, pouzitie kvantovych pocitatov ho falzifikuje, ¢o ma za dosledok
hl'adanie takych kryptovacich systémov, ktoré by aj pre kvantové pocitae boli obtiazne
prelomitel’né.

V kvantovych algoritmoch sa intenzivne vyuziva metéda ordkula, ¢o moéZeme
interpretovat’ ako zapuzdreny software, s dobre definovanym vstupom a vystupom, ktory
vstup zobrazi na bindrny vystup — odpoved, &no/nie. Spdsob implementacie ordkula
uzivatel'ovi je neznamy, preto z jeho pohl'adu orakulum moéze byt interpretované ako ¢ierna
skrinka, nevieme akym spdsobom je vstup zobrazeny na bindrnych vystup typu ano/nie.
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Obvykle sa predpoklada, ze ordkulum poskytne okamzite odpoved, potom sa nemusi
zapocitavat’ do Casovej zlozitosti algoritmu. V pripade, Ze tento Cas je konecny, musi sa
zapocitavat’ do Casovej zlozitosti algoritmu, jeho prispevok k ¢asovej zlozitosti je linedrny
vzhl'adom k poctu ,,dotazov* na ordkulum.

" . of €{0,1
SEEHRLR R A ILUITR
vStup t vyvstup
ordakulum

Obrazok 11.. Znazornenia oradkula ako zariadenia, ktoré zobrazuje vstup na vystup, priCom toto zobrazenie je
v ¢ase nemenné. Uzivatel’ nema prostriedky, aby zistil, akym spdsobom je toto zobrazenie implementované.

Pre jednoduchost’ orakulum budeme $pecifikovat’ ako Boolovu funkciu, obr. 11.1
f:{01}" > {01} (11.1)
ktora zobrazuje n-rozmerny binarnych vektor Xe {O,l}" na binarnych argument

f (X) € {0,1} . Problém reprezentacie Boolovej funkcie pomocou unitdrneho zobrazenia bol

Studovany v kapitole 9.1.5. Aplikécia unitarneho zobrazenia priradeného Boolovej funkcii
(11.1) ma tvar

xn+l>
X0 ® f (x,,%,,...%, ) (11.2)

:|xlxz...xn,xn+l @ f(x,%,.00X, )>
Diagramaticka reprezentacia tejto formule je zndzornena na obr. 11.2.

U, xlxz...xn,xn+l> =U, |x1x2...xn>®

:|x1x2...xn>®

x\ xl
xl x2
. U | ¢
X, —— EEE—

n n

X xm+1®f(x|rx2r "3xn)

ntl

Obrazok 11.2. Diagramaticka interpretacia unitarneho operatora, ktory realizuje Boolovu funkciu f obsahujicu
n premennych. Kvantova brana obsahuje n + 1 vstupov a vystupov, posledna premenna x,.; obsahuje na vystupe
hodnotu Boolovej funkcie

11.1 Deutschov a Jozsov algoritmus

Tento kvantovy algoritmus bol navrhnuty Deutschom vr. 1985 [xx] ako prvy algoritmus
vyuzivajici vnlitorny paralelizmus kvantovych systémov, do podoby prezentovanej v tejto
kapitole bol zovSeobecneny Deutschom a Jozsom v r. 1992 [xx] (pozri obr. 11.3).

Budeme 3tudovat Boolovu funkciu f: {0,1}" —{0,1}. Tato funkcia sa nazyva
konstantnd, ak Vx, X' €{0,1}": f(x)=f(X'), t. j. pre kazdy argument X {0,1}" funkéna
hodnota f (X) je konStantna (0 alebo 1). Funkcia sa nazyva vyvdzena (angl. balanced), ak
mnozinu {0,1}" modzeme rozlozit na dve disjunktné Casti rovnakej mohutnosti,
{01}"=4UB a |4=|B|=2"", aby platilo V(xe4)V(x' €B):f(x)= f(X'). Priklady

tychto funkcii pre n=2 st uvedené v tab. 11.1.
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Tabulka 11.1. Priklad konStantnej a vyvéazene;j

funkcie
x| x konétaqtné méiené
funkcia funkcia (XOR)
00 1 0
0| 1 1 1
1 10 1 1
1] 1 1 0

e
Obrazok 11.3. David Deutsch, britsky fyzik a informatik (narodeny v Izraeli rodiCom, pochadzajucim z
Rakuska), jeden zo zakladatel'ov kvantového pocitania, posobiaci v Centre for Quantum Computation,
University of Oxford. Je predstavitelom mnoho-svetovej interpretacie kvantovej mechaniky (analogicky pristup
k sémantickej interpretacii vyrokov v neklasickych logikach zaviedol v polovici 60. rokov americky logik
a filozof Saul Kripke).

Klasicky algoritmus na zistenie toho, ¢i funkcia f je konStantna alebo vyvazena,
spo¢iva vtom, ze preverime polovicu riadkov plus jeden riadok tabulky pravdivostnych
hodnét funkcie, pomocou tychto Udajov mézeme jednoznacne rozhodnut, ¢i funkcia je
konstantna alebo vyvazena. To znamena, ze zlozitost’ tohto postupu je o(N), kde N=2" je
pocet hodndt argumentov funkcie f.

Pre lepSie pochopenie zakladnych myslienok Deutschovho algoritmu budeme
diskutovat’ jeho najjednoduchsiu verziu pre n = 1, t. j. pre Boolove funkcie 1-premennej s
dvoma hodnotami argumentu (s 0 a 1). V tomto jednoduchom pripade, funkcia f/ je vyvazena

vtedy a len vtedy, ak f(0)# f(1). UkéaZeme, Ze na rozdiel od klasického algoritmu, kde na
zistenie toho, ¢i funkcia je konStantna alebo vyvazena potrebujeme dva pokusy, v kvantovom
pocitani nam staci len jeden pokus.

Povodny Deutschov algoritmus mdézeme prehl’'adne vyjadrit’ pomocou tychto krokov:

1. krok. Inicializuje sa 2-qubitovy register v stave |\|11> = |01> = |0> ® | 1> .

2. krok. Aplikuje sa Hadamardov operator na jednotlivé qubity v stave |\|11>.

2 =32 i) = (U, [0) ©(U, 1)) =5 (0) +|D)}@(0)-]1)

-5 1)

(11.3)

0,0)+

1,0)—

0,1)—
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3. krok. Aplikuje sa orakulum reprezentované unitarnym operatorom U, ktory je

priradeny Boolovej funkcii f (pozri (11.2))
1
W) =U,|v,) :EUf( O’0®f(0)>+ I'O@f(l»_

:%( Lf(1)=[0.7(0)-[1.7 (1))

1

=2 ((0@(.7 ©)-|7(©))+ el m)-|7 1))
=3 S " (o)1)

4. krok. Aplikuje sa Hadamardov operator na prvy qubit stavu |\|13>
1

i) =Uylws) = X (1) Uy x)(|0)- 1)

:%z IS 1))@= (10)-I1) (11.5)
[0) (pref(0)=r(M)| 1
{|1> (p”ef(o)if(1))}®$(|o>—ll>)

5. krok. Aplikuje sa meranie k prvému qubitu v baze {|0>

0,10 £(0))~[11® £(1)))

0,/ (0))+

(11.4)

0> + (_1)x+f(x)

l>}, v pripade, ze funkcia je
kons$tantna, dostaneme stav |0> s jednotkovou pravdepodobnostou, v opacnom

pripade, ak je funkcia vyvadZend, dostaneme stav |l> s jednotkovou pravdepodob-

nost’ou.

Tymto sme dokézali, Ze v kvantovom pocitani sta¢i pouzit’ jeden pokus na jednoznacnu
Specifikaciu toho, ¢i funkcia f* s jednym argumentom je konStantné alebo vyvazena.

V ¢om sa odlisuje kvantovy algoritmus od klasického algoritmu? V druhom kroku sme
aplikovali Hadarmadov operator na stav |\|11> = | 01> = | 0> ® | 1> na zostrojenie superpozicie

vSetkych 2-qubitovych stavov, ¢o je v klasickom pristupe nemozné. Tento prechod od
jedného stavu k superpozicii vSetkych moznych stavov reprezentuje v kvantovych
algoritmoch vnutorny paralelizmus, ktory je principialne délezity pre vyhodnost’ kvantovych
algoritmov pred klasickymi algoritmami. V trefom kroku aplikujeme ordkulum jedinou
operaciou na vsetky stavy systému, ¢o je mozné, podobne ako v predchadzajucom pripade,
len v kvantovych algoritmoch. Tato skutoCnost je prejavom uz zmienen¢ho vnutorného
paralelizmu kvantovych algoritmov. V klasickom algoritme, ked’ chceme vyhodnotit’
pomocou orakula vSetky elementy znejakej mnoziny, tak musime aplikovat’ ordkulum
jednotlivo a postupne ku vSetkym elementom mnozZiny.

V d’alSej Casti tejto kapitoly vykondme zovSeobecnenie pouzite] metody pre Boolove
funkcie s dvoma alebo viacerymi argumentmi, n > 2 :

1. krok. Inicializuje sa (n+1)-qubitovy register v stave |\|/1> = |0,l> = |00....0> ®|l>.
n—krat

2. krok. Aplikuje sa Hadamardov operator na jednotlivé qubity v stave |\|/1>
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w,) = U w,)= (UH |O>)®(UH |O>)®"'(UH |O>)®(UH |1>)

n—krat

—o T [0©=(0)-[1)

Xe{O 1}

(11.6)

3. krok. Aplikuje sa orakulum reprezentované unitarnym operatorom U, ktory je
priradeny Boolovej funkcii f (pozri (11.2))

) =U |w) = zn/z Z 1x)@ T(|O>_|l>)

2"/2 Z| ®_(|f X>_|f(x)>) (11.7)
- (1)@ (o)1)

1 VOISR e

-3 2 ()"0 ﬁ<|o> )

4. krok. Aplikuje sa Hadamardov operator na prvych n qubitov, po algebraickych
upravach dostaneme (pouzijeme formulu z prikladu 11.1)

|W4>:U§n \V3>:
1 XX+ £(X) , 1 (1 183)
S -1 ®——(|0)-]1
S 2[5 0 el

kde Xx-X'=xx +x,x,+..+x,x je skalarny sucin. Predpokladajme, ze f je

konStantna funkcia, potom sumécia v zatvorke je nenulova len pre x” = 0; to znamena,
ze pre konstatna funkciu f* stavovy vektor |\|1 4> obsahuje len |0> . V opa¢nom pripade,

ak funkcia f je vyvdzena, potom sumadcia v zatvore pre x" = 0 je nulovd, potom
stavovy vektor |\|/ 4> neobsahuje stav |O> Tieto zavery vyjadrime tak, ze (11.8)

prepiSeme do tvaru

| |0> ( f je konstantna) |
|W4>:W Z |X> fjevyvdéend) ®$(|0>_|l>) (11.8b)
XeOl

5. krok. Aplikuje sa meranie k prvému n-qubitovOmu stavu |O> , ak ho namerdame, potom

funkcia 1" je konS$tantnd, v opa¢nom pripade, ak oho nenamerame, funkcia f je
vyvazena.

Tymto sme dokazali, Ze meranim stavov prvych n qubitov s urcitostou zistime vlastnost’
(konstantnost’ alebo vyvazenost’) funkcie f.

Priklad 11.1. Dokazte formulu

kde Xx-X'=xx +xx,+..+x,x je skalarny sac¢in dvoch  bindrmmych  vektorov

X = (xlx2 ) {O 1} a X—(xlx2 ) {O 1}
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Priklad 11.2. Diskutujte vlastnosti vyrazu

Z (_l)x-x’+f(x)

Xe{O,l}”

pre kons$tantnu a vyvazeni Boolova funkcia f.

Priklad 11.3. V priklade 11.1 je pouzity skalarny sucin, diskutujte dosledky predpokladu,
ked’ sumécia v skalarnom sucine je definovana ako XOR operacia (sucet modulo 2).

11.2 Simonov algoritmus

D. Simon v r. 1994 [xx] navrhol kvantovy algoritmus, ktory bol stimulovany Deutschovym
a Jozsovym algoritmom, avSak Boolovu funkciu Specifikoval inym spdésobom. Nech

£:{0,1})" - {0,1}" je ,vektorova“ Boolova funkcia, ktord zobrazuje binarne retazce dizky n
na binarne retazce taktiez dizky n. Budeme predpokladat, Ze funkéné hodnoty funkcie f su
Specifikované orakulom, kde vstup je argument X e{O,l}" a vystup je funkéna hodnota

y=/f(x)e{0,1}".

Definicia 11.1. Boolova funkcia f: {0,1}" —{0,1}" sa nazyva periodickd vtedy a len vtedy,

ak existuje taky nenulovy vektor (periéda) p=(p,p,..p,)€{0,1}", aby bola splnena

podmienka

v(x,ye{o,l}"):(x;ﬁ V)A(S(X)=f(y))=x=y®p (11.9)

V pripade, ze funkcia f je 1-1-zna¢na, potom nie je periodickd (peridda p neexistuje). Ak
funkcia f je konStantnd, potom tito funkcia je periodicka tak, ze kazdy binarny vektor

pe{0,1}" je perioda.

Veta 11.1. Boolova funkcia f: {0,1}" —{0,1}" je periodicka s periédou p vtedy a len vtedy,
ak

v(xe{o1}")3(ye{o)"):(x= A(F(X) =/ (V)A(x=y®p)  (1110)
Ilustracia tejto vety je znazornend na obr. 11.4. Jej dokaz vykoname v dvoch krokoch:

(1) =, predpokladajme je periodicka s periddou p, potom podla definicie (11.1) plati relacia,
ktord je skoro totozna s relaciou (11.10) dokazovanej vety, odliSuje sa jedine podmienkou
jednoznac¢nosti existencie dvojice X a y. Predpokladajme, Ze existuju dva rdzne vektory yay’,
ktoré vyhovuju relacii (11.10), t. j. musi platit Xx=y® p a X=y @ p, ,rieSenim“ tychto
rovnic dostaneme y=X®p a Y =Xx®p, zcoho plynie y=Y', ¢o je v kontradikcii
s povodnym predpokladom, Ze vektory y ay su rozne. Tymto sme dokazali, Ze defini¢na
podmienka (11.9) implikuje podmienku (11.10) z dokazovanej vety.
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(2) <, predpokladajme platnost’ podmienky (11.10) pre periddu p, potom automaticky musi
platit’ aj defini¢na podmienka (11.9), t.j. funkcia f je periodicka. O

) ) X_fix)
0 @ 7(000’ 1 [000[001
o01) @] e o 2 10011100
w*“)"? o 3 [010[000
1011).\ @ (1) 4 011 110
(100) @ ~@ (100 5 (100100
o o] ® o 6 [101]001
(10) @ =@ (10 7 (110110
(111 @ (i 8 [111[000
—/ —
A B

Obrizok 11.4. Znazornenie periodického zobrazenia f: {0,1) —{0,1}" speriédou p=(010). Z obrazku

vyplyva, ze dva rézne argumenty X a Y, medzi ktorymi existuje vztah X =y@® p, su vzdy zobrazené prave na

jeden obraz f(x)=f(y)e {0,1}3 , hovorime, Ze zobrazenie je 2-na-1.

Problém hladania periody Boolovej funkcie je vel'mi dblezity v kryptografii; ak vieme
v polynomidlnom ¢ase najst’ periodu funkcie, potom vieme aj v polynomialnom ¢ase prelomit’

pre Shoora [xx] pri navrhu jeho kvantového algoritmu pre najdenie faktorizacie prirodzeného
¢isla na sucin prvocisiel.

Klasicky pristup k hladaniu periédy zobrazenia f: {0,1}" —{0,1}" je exponencialne
naro¢ny (mnozina {0,1}" obsahuje N = 2" elementov, preto pri prehladavani vsetkych

moznych dvojic musime vykonat’ 2"(2"-1)/2 dvojic aktivacii orakula. Ako bude ukazané
neskorSie, Simonov kvantovy algoritmus rie§i tento problém v zloZitosti O(n), takze
predstavuje exponencialnu akceleraciu klasického algoritmu.

Podobne ako v predchddzajicom priklade budeme prezentovat’ Simov algoritmus
pomocou jeho jednotlivych krokov:

1. krok. Inicializuje sa 2n-qubitovy register v stave |\|11> = |0> ® | 0> = |00....0> ® | OO....O> .
n—krat n—krat

2. krok. Aplikuje sa Hadamardov operator na prvych n qubitov v stave |\|11>

|v2) =03 [vi) = (U]0)® (U, |0))®-..(U, |0)) ©]0)

n—krat

1 (11.11)
o Z 1ol

xe{0,1}"

3. krok. Aplikuje sa unitarny operator Uy na prvych n qubitov stavu |\|12>, dalsich n
qubitov je pouzitych na funkénti hodnotu (pozri (11.2)
1
[vs)=U,lvs) =27 {Z:}”|x>|f(x)> (11.12)
Xel0,1

4. krok. Aplikuje sa Hadamardov operator na prvych n qubitov, pouzijeme formulu
z prikladu 11.1, po algebraickych tpravach dostaneme
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®n 1 ®n
|\V4>:UH \V3>:W {Z}W(UH X>)|f(X)>
LS T palr) 13
X, x'e{0,1}"
1 x-x' X®p)-x’ '
- X%,l}[(‘” # (1) )7 ()

Pri prechode od druhého do tretieho riadku sme pouzili skuto¢nost’, ze transformacia
X = X® p zachovava mnozinu binarnych vektorov {0,1}", potom plati

Z n(_l)x.x' x,> f(X)>= Z }Y(_l)(x(ﬁp)-x' x,> f(X(‘B p)>
e o o (11.14)
- TRl

kde sme pouzili skutoCnost, ze funkcia f ma periodu p. Pouzitim tejto relacie
dostaneme vzt'ah z tretieho riadku. Druhy ¢len v hranatej zatvorke (11.13) moze byt
vyjadreny takto

(=) = (1) (=)™ (11.15)

potom finalny tvar (11.13) pre |y,) ma tvar

v)=gm T [0 (7))

x')
"e{o,1}"

Vsetky vektory X" mdzeme rozdelit do dvoch tried, prva (druhd) trieda je urena
podmienkou X'-p=1 (X'- p=0), priom predpokladame, Ze pri definicii skalarneho
sucinu je pouzitd operacia suctu XOR (st¢et modulo 2) potom

0 (pre p-x'=1)

e P

x'e{O,l}" yel,

1(x)) (11.16)

(11.17)

X'> (pre p-x'=0)

kde sme pouzili oznadenie y=f(x)el, :f({O,l}")g{O,l}n, kde I; je mnoZina

funkénych hodndt zobrazenia f (image), a Xy je argument, ktory je zobrazeny na Y;
poznamenajme, ze ku kazdému obrazu y existuju dva argumenty Xy a X; .

5. krok. Aplikuje sa meranie k prvému n-qubitovému stavu |X'>, ak ho nameriame (s

pravdepodobnostou 1/ 2""), potom plati p-x'=0.

Naznacenym postupom zostrojime sadu bindrnych vektorov {Xl' X seees X;} , ktoré¢ vyhovuja

podmienke p-x'=0, t.j. zostrojili sme systém homogénnych rovnic

p-Xx =0
X =0
P (11.18)
p-x =0

q
RieSenim tohto systému pomocou Gaussovej eliminacnej metddy zostrojime vektor p.
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12. prednaska

Kvantové algoritmy I — Groverov algoritmus prehl’adavania

Obrazok 12.1. Ameriéky oreticky informatik Lov K. Grover, ktory pracuje v
Bellovych laboratériach v Murray Hill NJ, USA.

Predstavme si, ze stojime pred problémom ako v neusporiadanej databaze obsahujiicej N
poloziek mame najst’ Specifikovant polozku. Ako priklad tejto ulohy méze byt problém najst’
v bratislavskom teleféonnom zozname meno uzivatela telefénu na zaklade dané¢ho telefénneho
Cisla. Jednoducha stratégia ako rieSit’ tito Ulohu spociva vtom, Ze si telefonny zoznam
rozdelime na dve polovice andhodne vyberieme jednu znich. Ak mame Stastie (s 50%
pravdepodobnost'ou), ndjdeme vo vybranej polovici telefonneho zoznamu uzivatela, ktorého
telefonne ¢islo sa zhoduje s danym cislom. Jednoduchymi ivahami sa d4 dokazat’, Ze musime
prehl'adat’ N/2 poloziek s pravdepodobnostou P = ', Cize zlozitost' tohto jednoduchého
prehl'adavacieho algoritmu je o(N). Ukazuje sa, Ze tento vysledok pre pocitace, ktoré maja
von Neumannovu architektiru uz nemoéze byt vylepSeny nejakou inou stratégiou
prehl'adavania (ind situacia nastane, ak pouzijeme pocita¢ s paralelnou architekturou, potom
vysledok uvedeny vyssie moze byt podstatne vylepseny). Groverov kvantovy algoritmus riesi

tato ulohu tak, ze s vysokou pravdepodobnostou je potrebné vykonat’ len JN prehl’'adavani,
&ize slozitost’ z linearnej o(N) klesla na o(N *).

Prv nez pristipime k formulovaniu kvantového Groverovho algoritmu, definujme
orakulum ako uzavrety systém, ktory ma Specifikovany vstup a vystup, priCom na vystupe je
zobrazenie vstupu a toto zobrazenie je v celej historii ordkula nemenné a taktiez nepoznadme
Strukttru tohto zobrazenie, pozri obr. 12.2.
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0
—E i Lot
vstup ot VYVStup
orakulum

Obrazok 12.2. Znazornenia orakula ako zariadenia, ktoré zobrazuje vstup na vystup, pricom toto zobrazenie je
v ¢ase nemenné. Uzivatel’ nema prostriedky, aby zistil, akym spdsobom je toto zobrazenie implementované.

Pre jednoduchost’ predpokladajme, ze ordkulum je Specifikované Boolovou funkciou

401" —>{o,1} (12.1)
Ozna¢me a € {0,1}" ako rieSenie orakula, potom plati
1 (ak x=a)
= 12.2
/(x) {0 (ak x#a) (122)

Aby tato uloha bola vypoctovo zaujimava, musime predpokladat, ze pocet rieSeni M je
o mnoho radov mensi ako poéet N = 2" vSetkych moznych argumentov funkcie f,
M <« N =2". Tak napriklad pre n = 100 a jedno existujuce rieSenie, M = 1, ordkulum len
jeden argument z mnoZiny obsahujucej 2'® ~10*° moznych argumentov ohodnoti funkénou
hodnotou 1.

Nech orakulum je kvantové, jeho Specifikdcia pomocou stavovych vektorov nech ma

tvar |x>|q>, kde |x> indexovy register ordkula obsahujici n bindrnych poloziek a |q> je
qubit ordkula. Kvantové ordkulum je $pecifikované unitdrnym operatorom O
01)|q)=|%)g@ 1 (x) (123)
ktory zmeni qubit ordkula, ak x je rieSenie. Tato definicia operatora O ndm umoZiuje
skontrolovat, ¢i binarny vektor x e {0,1}" je rieSenie, v prvom kroku si pripravime stavovy
vektor |x>|0> , v.druhom kroku aplikujeme nani operdtor O, ak sa zmeni ordkulovy qubit,
potom x je rieSenie. V kvantovom algoritme prehladdvania je vyhodné Specifikovat
oradkulovy stav ako Vektor(|0>—|l>)/ J2. Ak x nie je rieSenie, potom tato Cast stavového

vektora sa nemeni, v opa¢nom pripade, ak x je rieSenie, potom na zaklade (12.3) tato Cast’
zmeni znamienko

01x)=(10)~[1)= (1)) 7=(10) 1) (124)

To znamend, Zze ordkulovy stav (|O>—|l>) / V2 sa v priebehu aplikacie operatora O nemeni,
¢ize mdze byt vynechany ako nepodstatny

0| x)=(-1)'"™|x) (12.5)

Tieto Gvodné uvahy mozZeme zosumarizovat’ tak, ze ordkulum (operator O) oznaci vSetky

stavové vektory |x> , pre ktoré plati x =a (t.]. s rieSenim) tak, Ze zmeni fazu ich stavového

vektora, v opacnom pripade, ak plati x # a (. j. nie st rieSenim) tak, ich faza sa zachovava.
Operator ordkula mézeme formalne vyjadrit’ takto
0 =1-2|a)(a| (12.6)
Lahko sa presvedcime, ze takto Specifikovany operator ordkula vyhovuje podmienke (12.5):
pre x # a dostaneme
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O|x>=(1—2|a><a|)|x>=|x>—2|a>@ﬁ=|x> (12.7a)
pre x =a dostaneme 0
0]x) = (1-2a) () a) =] ) 2] ) a]) = | (127b)

1
Operator ordkula zachovéava stavové vektory |x>, ktoré st ortogondlne k rieSeniu |a>,
a zmeni znamienkou stavového vektora rieSenia |a>. Tato transformicia ma jednoduchu
interpretaciu, jeho podsobenie na Tubovolny vektor z2" linedrneho priestoru
{| xl,...,xn>} spociva v jeho zobrazeni do hyperroviny ortogondlnej k vektoru |a>, ktoré
zachovéava komponentu leziacu v hyperrovine a meni znamienko komponenty kolinedrnej so
s rieSenim |a>.

Niekto moéze namietat, Ze teoreticky pristup ku konStrukcii kvantového
prehl'adavacieho algoritmu, ktory predpoklada existenciu ordkula, je pofiderny. Dovodi sa, ze
postulat existencie orakula je vlastne ekvivalentny s predpokladom, Ze pozname rieSenie
problému. V tejto stvislosti musime poznamenat’, Ze je potrebné rozliSovat’ medzi tym, ze
pozname rieSenie a tym, Ze sme schopny rekognoskovat, ¢i x je rieSenie alebo nie. Pouzivané
ordkulum je zalozené na druhej skutoc¢nosti, preveruje ¢i dané x je rieSenie alebo nie, ni¢ nam

nehovori o tom, aké je spravne riesenie.
Definujme Groverov operdtor

=(2|y)(w|-1)O (12.8)
kde O je ordkulum (12.6) a |\|/> je n-qubitovy stavovy vektor, ktory je mozno zostrojit’ (9.6)
pomocou aplikacie Hadamardovych operatorov na | > = | O> .. ®| 0>
lw)=(H|[0))®(H|0))®..®(H|0))=(H®H®..® H)|00...0)

= (0 ) @(o)+11)8.. (0 +}1) = T

Matematické vlastnosti tohto operatora G st zdkladom pre implemticiu Groverovho
kvantového algoritmu pre prehl'adavanie.

(12.9)

Veta 12.1. Aplikacia operatora Rw=(2|\|l><\|l|—[) na stavovy vektor |(p>:zzlocy| y>
y=0

poskytuje

Rw|(p>:2nZ:l[2<(x>—0Ly]|y> (12.10)

=0

kde <a> = (1/ 2" )Zy a, je priemernd hodnota koeficientov .

Operator R, = (2| \p> <\|f| -1 ) mozeme vyjadrit’ takto

Z| x)(x']-1 (12.11)

_nl
2 x,x'=0

aplikovanim tejto formule na |(p> dostaneme

R, =2|y)(v|-1
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g g

Rlo=gie 5 o ()i~ Se b
v o 2 (12.12)
DIEURER YRS YT
x=0 y=0 y=0 y=0
5"

Operator R, =(2|\p><\p|—l ) sa nazyva niekedy aj ako operator inverzie vzhladom

k priemernej hodnote. Jeho geometrickd interpretacia je zndzornend na obr. 12.3.

>

I“’>

>

Obrazok 12.3. Aplikécia operatora R,, na vektor |(p> spociva v jeho reflexii vzhl'adom k vektoru |\u> .

Podobnym spdsobom mdzeme interpretovat’ aj posobenie ordkula O na vektor stavovy vektor
|(p>. Tento vektor rozdelime na dve casti, prva Cast' obsahuje vektory |x>, ktoru nie st

rieSenim, zatial' ¢o druhé ¢ast’ bude obsahovat’ vektory, ktoré st rieSenim

o) =D o) =0 |x)+ D a,]x)=|o,)+|e,) (12.13)
‘(PA> ‘(DB>
B
|P)
- » A
0| P)

Obriazok 12.4. Grafickd interpretacia pdsobenia ordkula O na stavovy vektor |(p> , ktora spociva v reflexii tohto

vektora v hyperrovine obsahujucej vektory |x> , ktoré nie su riesenia.
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Orédkulum O je $pecifikované takto
X €A
O|x)= (12.14)
B

Aplikécia ordkula na stav |¢) je urCend takto

0l0)=0(0,)+[0s)) =[0.) [ @s) (12.15)

Graficka interpretacia aplikacie orakula O na vektor |¢) je zndzornena na obr. 12.4.
Spojenim tychto dvoch interpretacii operatorov R, a O méZeme zostrojit' grafickd
interpretaciu Groverovho operatora G, ktory je si¢inom tychto dvoch operatorov, G=R, O,

pozri obr. 12.5.

ole)

16>

Obriazok 12.5. Graficka interpretacia posobenia Groverovho operatora G na stavovy vektor |(p> . 'V prvom kroku
vykoname reflexiu vektora |(p> vzhl'adom k hyperrovine reprezentovanej osou 4. V druhom kroku vykoname
reflexiu R, vzhladom k vektoru |\|/> Spojenim tychto dvoch reflexii dostaneme rotaciu vektora |(p> na

vysledny vektor G| (p> .

Obratime nasu pozornost’ na analytické vyjadrenie tvorby vektora G| \|/> , vektor |\|l>

rozdelime na dve normalizované Casti

= T e i g B

v) PS (12.16)
- =y )y [vs)
N 4 N'"®

Bl=M,

kde N=2",

A| =N —-M . Aplikacia operatora O k takto upravenému stavovému

vektoru |\|/> je Specifikovand tymto jednoduchym vztahom

N-M M N-M M
o|w>-o( = |wA>+\§|wB>]- Y )My e

Aplikécia operatora R, k 0|\|I> sa ziska pomocou geometrickej interpretacie tohto operatora,

pozri obr. 12.6.
Pouzitim vztahu (12.16) a geometrické interpretacie zndzornenej na obr. 12.16

moZeme stavovy vektor |w> pisat’ takto

5 (verzia 6. 8. 2005)



12. predndska — Kvantové algoritmy II — Groverov algoritmus prehl'adavania

|w>=cos%|wA>+sin§|wB> (12.18a)
pricom
N-M
cos— = ,|———
2 N
Pouzijic analogiu s tymto vztahom (12.18a) moéZeme podla obr. 12.6 pisat vektor G|\|I>
takto

(12.18b)

G|w>=cos%|wA>+sin§|wB> (12.19)

P

Obrazok 12.6. (A)Grafickd interpretacia pdsobenia Groverovho operatora G na stavovy vektor |\|/>

Specifikovany (12.9). Graficka interpretacia opakovaného posobenia G na stavovy vektor |\|/> .

Opakované pouzitie Groverovho operatora G na stavovy vektor |\|I> dava (pozri obr.
12.6, diagram B)
(2k+1)9
TWB) (12.20)

Opakovanym pouzitim Groverovho operatora dosiahneme, Ze transformovany stav G* |\p> je

2k+1)9
( ) |\VA

Gk|\|l>=COS >+Sil’l

skoro rovnobezny s osou B, potom musi platit’
2k+1)S -
(2k+1)8 x 78, m (12.21)
2 2 29 29
Uhol 9 ziskame z (12.18b) za predpokladu, ze N > M, prava strana (12.18b) mdze byt

zjednodusend na 1-M/(2N), potom

/2
9 =2arccos (1 —%J ~ 2(%} (12.22)

Dosadenim tohto vysledku do (12.21) dostaneme Specifikaciu & , ktoré je potrebné k tomu,
aby G* |\|f> bol rovnobezny s osou B

n( N v
kN{Z(Hj —| (12.23)
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Aplikovanim k-krat Groverového operatora na stav |w>, kde kje prirodzené Ccislo
Specifikované (12.23), modifikovany (k-krat rotovany) stavovy vektor G* |w> je vel'mi blizky
vektoru |\|/ B>, t. j. vektor G |\|/> obsahuje s vysokou pravdepodobnost'ou len qubity, ktoré

st ordkulom S$pecifikované ako rieSenie; ostatné stavy, ktoré nie st ordkulom Specifikované
ako rieSenie, maji skoro nulovi pravdepodobnost’ vyskytu.

Groverov algoritmus prehl'addvania zosumarizujeme do formy jednoduchého
algoritmu takto:

Algoritmus 12.1.

Vstup:

(1) Ordkulum O , ktoré vyhodnoti, ¢i stavovy n-qubitovy vektor |x> je riesenie alebo
nie je rieSenie, orakulum je Specifikované funkciou f:{0,1}" —>{0,1}, kde
f(x)=0, pre | x), ktoré nie je rieSenie alebo f(x)=1, pre |x), ktoré je rieSenie;
potom O|x) = (—l)f(x) | x).

(2) n+1 quibitov v stave |0> .

Vystup:
(1) Stav rieSenia |a> .

Procedura:

(1) Vytvor inicializovany stav |\4/ im'> = | 0> .
(2) Vytvor |\|I> =H® wim.> = (1/2”/2)Z| x> .
(3) Uréi k ~ {(n/ 4)(N/M )l/ ZW , ktoré Specifikuje mocninu Groverovho operatora G
W)=t

Groverov operator vytvoreny vzhl'adom k vektoru ‘W(H)> , pricom ‘w(°)> = | w> .

(4) Opakovane k-krat aplikuj Groverov operator,

W(H)>, kde G je

(5) Pomocou merania aplikovaného na ‘w(k)> Z0ostroj |a>.

12.1 Tlustracny priklad Groverovho algoritmu.
Nech N=2%= 16, t. j. nestruktirovana databéza obsahuje 16 poloziek, D ={p,, p,..... P} »
postulujme, ze polozka p;o obsahuje hl'adanu informaciu (ihla v kope sena). Stavovy vektor

|w>=%i|x>=%(|0000>+|0001>+...+|1111>)
x=0

Budeme pocitat’ G| \p> = (2| w> <\|f| —1) O| \y> , kde unitarny operator reprezentuje orakulum

Specifikované takto
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O|x>= |x> (prex¢9)
—|x> (prex=9)
Potom
O 1 15 1 9
v =5 310119
(x;tO)
V dalSom kroku aplikujeme na tento vysledok operator R, = (2| \|I><\|I| —1) , po jednoduchych
upravach dostaneme (pozri obr. 12.3 a rov. (12.12))
38 11
Gly)=R O|y)=— —|9
(x;t‘))
Ak tento proces zopakujeme, pre aplikaciu druhej mocniny Groverovho operatora dostaneme
58 61
G’ ly)=— —19
V)= S0+l
(x;éf))
Hodnota maximalnej mocniny & operatora G je ur¢end vztahom (12.13)
k= [n—| =3
tato tretia mocinina Groverovho operatora ma tvar
G'|v) ==y 315+ 32 )
256 = 256
(x;t‘))
DalSie aplikicie uz by viedli k zhorSovaniu vysledku, t. j. G*|y),G’|y),... uz by sa
vzd’alovali od rieSenia |9> . Ak vykoname meranie nad G’ |\|/> s pravdepodobnostou blizkou

jednej dostaneme rieSenie |9> .
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